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THÉORÈMES 

CONCERNANT 

LE  QUADRUPLE  DUN   NOMBRE  PREMIER  CONTENU   DANS   LUNE 
OU  DANS  L'AUTRE  DES  DEUX  FORMES  8^.  +  3,  8f.  +  5; 

Par  m.  J.  LIOL VILLE. 


Le  quadruple  (4m)  d'un  nombre  premier  donné  m,  de  l'une  ou  de 
i  autre  des  deux  formes  linéaires  8;,  +  3,  8/.  +  5,  jomt  de  propriétés 
curieuses.  '      " 

I"  On  peut  poser  au  moins  une  fois  (et  toujours  un  nombre  impan- 
lie  fois)  i  équation  ^ 

/lin  =  {Ht  -h  ly  -h  p'^+i  y^^ 

t  étant  un  entier  indifféremment  positif,    nui   ou   négatif,   d'ailleurs 
pair  ou  impair,  tandis  que  y  est  impair  et  positif;  quant  à  ;.,  c'est  un 
nombre  premier  (8v  +  3)  qui  ne  divise  pas  j  :  on  admet  pour  /  1- 
valeur  zéro.  ' 

L'expression  (8.  +  ,)^  en  y  prenant  t  positif,  nul  ou  négatif, 
donne  les  carres  des  nombres  positifs  de  ces  deux  formes 

S.ç  +  1,     8j  —  I, 

Tome  VI  (  2«  série). -Janvier  i86i. 
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savoir 

'%  7"'  9"'   i5%   17',...; 

notre  théorème  revient  donc  à  dire  qu'il  )'  a  un  nombre  impair  des 
termes  de  la  suite 

^ni  —  i^,  4'"  — 7%  4"î  — 0%  4"*  — I5^  4'"— '7^)--M 
qu'on  peut  exprimer  par 

p  étant  un  nombre  premier  non  diviseur  de  j  et  naturellement  de  la 
forme  8v  +  3. 

2°  On   peut  de   même   poser   au    moins  une  fois  (et  toujours   un 
nombre  impair  de  fois)  l'équation 

4/«  =  (8/-t-3)='+/j*'-'jr% 

/  continuant  à  être  un  entier  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif, 
)  un  entier  positif  impair,  et />  un  nombre  premier  (8v  +  3)  qui  ne 
divise  pas  j". 

l/expression   (8/ +  3)-,  en   y 'prenant  /   positif,  nul    ou    négatif, 
donne  les  carrés  des  nombres  positifs  de  ces  deux  formes 

8s  -1-3,     8s  —  3, 
savoir 

3%  S\   11%  i3%    19%...; 

notre  second  théorème  revient  donc  à  dire  qu'il  y  a  un  nombre  im- 
|)air  des  termes  de  la  suite 

4'«  — 3%  4'" — 5*,  4'"—''%  4'"— '3*,  4'"  — '9^V5 

ipiOii  peut  exprinu;r  pai- 


j)  éîant  un  nombre  j^remier  non  divispiu'  de  j'  et  naturellement  de  la 
forme  8v  -h  3. 
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Si,  au  lieu  de  cousidérer  séparément  les  deux  équations 

et 

on  avait  voulu  considérer  l'équation  luiique 

qui  les  renferme  toutes  deux  en  conservant  à  /  et  à  ^  leur  significa- 
tion et  en  prenant  pour  x  un  entier  impair  (positif)  quelconque,  le 
nombre  N  des  solulions  de  cette  équation  unique  aurait  été  pair;  et 
nos  méthodes,  en  nous  indiquant  ce  fait  de  N^o  (mod.  a),  n'aunsient 
pas  pvi  nous  faire  savoir  que  l'on  n'a  jamais  N  =  o.  Au  contraire,  en 
décomposant  l'équation 

en  deux  autres,  eu  égard  à  la  valeur  de  jc  (mod.  8),  nous  décompo- 
sons aussi  N  en  deux  parties  N,,  Nj  sur  lesquelles  nos  méthodes  ont 
prise.  Réussissant  alors  à  reconnaître  que  N,  etNj  sont  des  entiers  im- 
pairs, nous  pouvons  en  conclure  que  N  est  essentiellement  >  o.  Il 
fallait  séparer  deux  groupes  de  nombres,  que  l'équation  unique  mêlait 
mal  à  propos,  pour  obtenir  des  résultats  précis. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  d'énoncer  au  sujet  des  nombres  N, 
et  Nj  sont  aisés  à  établir.  Mais  nous  nous  bornerons  ici  à  les  vérifier 
numériquement  sur  les  exemples  les  plus  simples. 

Commençons  par  les  nombres  premiers  m  de  la  forme 

8p.  -H  3. 

Le  plus  petit  est  3  ;  or  on  a  d'une  part 

Zi.3=|2+ii.i% 
et  d'autre  part 

4.3  =  3='  +  3.i% 

conformément  à  nos  deux  théorèmes.  Vient  ensuite  m=  1 1,  pour  le- 

I.. 
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quel  on  trouve 

4.1  !  =  i'  +  43-i- 
et 

4.1 1  =5'+  I9-1'- 

Uue  vériBcation  semblal)le  a  lieu  pour  m  =  19,  en  vertu  des  équation  s 
canoniques 

et 

4.19  =  3-  +  67. 1-  : 
l'équation 

4. 19  =  7= -4- 3''.  1  = 

ne  doit  pas  être  comptée  ici,  parce  que  l'exposant  3  nest  pas  de  la 
forme  4  '  +  '  • 
En  faisant  encore 

/w  =  43, 

on  a,  d'un  côté,  l'équation  canonique 

4  43=  i^H-  19.3% 
et,  d'une  autre  part,  ces  trois-ci  : 

4.43  =  3=  +  i63.iS 

4. 43=5^+3. 7^ 

4.43=  i3^  +  3.i^ 

Toujours  nos  théorèmes  sont  vérifiés  :  arrélous-nous  doue    quaut  a  la 
forme  8fA  H-  3)  au  dernier  exemple  de 

m  =  59, 

|)f)ur  lequel  les  équations  \oulues  sont 

4.59=  i5'+  I  1.1° 
et 

4.59  =  3^4-  227.1-, 

4.59  =  5'  +  2t  I  .  I-, 
4.59=  13*4-67.  iV 
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Passons  aux  nombres  premiers  m  de  la  forme 

8p.  +  5. 

Le  plus  petit  de  ces  nombres  est  5;  or  on  a,  d'une  part, 

4.5=1  =  +  .9.1' 
et,  d'autre  part, 

4. 5  =  3^  +  11. 1% 

conformément  à  nos  deux  théorèmes.  Vient  ensuite  /«=  i3,  pour  le- 
quel on  trouve 

4.13  =  7=4-3.1  = 

et 

4.i3  =  3=  +  43.i  =  ; 

l'équation 

4.I3  =  5=  +  3^I  = 

ne  doit  pas  être  comptée  ici  parce  que  l'exposant  3  n'est  pas  de  la 
forme  4Z+  1.  Nos  théorèmes  sont  également  vérifiés  pour  in=  29, 
en  vertu  des  équations  canoniques 

4.29  =  7= +  67.1  = 

et 

4.29  =  3=+  107.  i=. 

Soit  encore 

m  =  37  : 

on  aura  semblablement  les  équations  de  forme  voulue 

4.37  =  1  = +  3.7=, 
4.37  =  7=  + II. 3=, 
4.37  =  9=  +  67..=, 

et 

4.37  =  3=+ 139.1  =  ; 

l'équation 

4.37=lI=  +  3^.'- 
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a  dû  être  mise  de  côté  par  la  raison  déjà  donnée  plus  haut  que  l'ex- 
posant 3  nest  pas  de  la  forme  l\l  +  \. 
Enfin,  soit 

m  =  53  : 

il  viendra  les  équations  canoniques 

4. 53=  1^  +  21  i.i^ 
4.53  =  7^+163.1% 
4.53  =  9^+i3i.i% 

et 

4.53=I3=+43.I^ 

Dans  cet  exemple,  comme  dans  ceux  qui  précèdent  et  dans  tous  ceux 
qu'on  pourrait  ajouter,  nos  deux  théorèmes  ont  lieu. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


THÉORÈME 

CONCERNAINT  LES  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME   i6/-hi3; 
Par  m.   J     LIOLVILLE. 


Le  ihéorèine  que  je  veux  donner  ici,  au  sujet  des  nombres  premiers 
de  la  forme  i6)t  -+-  i3,  consiste  en  ce  que  si  l'on  prend  à  volonté  un  tel 
nombre  m,  on  pourra  toujours  poser  un  nombre  impair  de  fois  l'é- 
quation 


-^x'  +  p''^^'f 


x  ei  j  étant  des  entiers  injpairs  (positifs)  et  p  un  nombre  premier 
8g  +  5   qui  ne  divise   pas  /  :  on  admet  pour  a  et  pour  /3  la  valeur 


zéro. 


Le  produit  2''^"^  a:*,  en  y  prenant  successivement  «  =  o,  i,  2,  3,... 
fournit  les  séries  suivantes  : 

8.1%     8.3%  8.5%     8,7%..., 

16.1%   16.3%  16.5%   16.7%..., 

32.1%  32.3%  32.5%  32.7%..., 

64.1%  64.3%  64.5%  04.7%..., 


Notre  théorème  revient  donc  à  dire  que  si  du  nombre  premier  donné 
m,  de  la  forme  i6/t+  i3,  on  retranche  ceux  des  termes  de  ces  séries 
dont  la  grandeur  est  moindre,  il  y  aura  un  nombre  impair  de  restes 
qui  s'exprimeront  par 

p  étant  un  nombre  premier  non  diviseur  de  j  et  naturellement  de  la 
forme  8g+5. 
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Ce  théorème  se  vérifie  d'abord  pour  /«  =  i3  et  pour  m  —  29  :  on 
a,  en  effet,  les  équations  de  la  forme  voulue 

i3=8.i^  +  5..^ 
et 

29=  16.  i^-H  i3.i'. 

Il  a  également  lieu  pour  /«  =  6i  ;  mais  alors  on  trouve  trois  équa- 
tions canoniques  : 

61  =8.  !■  -î-  53.  i". 

61  =  16. 1^  +  5. 3^ 

61  ^32.  J-  +  39.  I". 

Dn.en  rencontre  également  trois  pour  m  =  109,  savoir 

109  =  8.1"  +  lOI.l^, 
109  =  8.3^-4-37.1-, 
109  =  64.  i"  +  5.3°. 

Il  serait  inutile  de  pousser  plus  loin  les  exemples. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


QUELQUES  PROPOSITIONS  RECIPROQUES 

RELATIVES 

A  LA  THÉORIE  DES  COURBES  ET  DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ; 
Par  m.   Pail  SERRET. 


I.  Theorkme  I.  —  Si  tout  système  de  coriles  parallèles  d'une 
courbe  pla?ie  admet  un  diamètre  rectiligne,  cette  courbe  est  du  second 
degré  (Bertrand  ). 

•La  démonstration  la  plus  simple  de  ce  théorème  repose  sur  l'emploi 
de  la  proposition  directe.  On  peut  cependant  éviter  cet  emploi,  si  on 
le  veut,  et  trouver,  à  priori,  l'équation  différentielle  delà  courbe. 

Nous  remarquerons  d'abord,  à  cet  effet,  que  si  une  corde  mm' 
d'une  courbe  quelconque  fait  partie  d'un  système  de  cordes  parallèles 
admettant  un  diamètre  rectiligne,  l'on  a,  pour  le  rapport  des  rayons 
de  courbure  aux  extrémités  de  cette  corde. 


(0  %  =  {'^\ 

^   '  p         \m'tj 


mt,  /n7  étant  les  longueurs  des  tangentes,  menées  parles  extrémités  de 
la  corde,  et  terminées  à  leur  point  de  concours.  L'équation  (i)  résulte 

d'ailleurs  de  la  formule  connue  R  —  '^-j^-  Dès  lors,  si  l'on  prend,  sur 

la  courbe  considérée,  les  extrémités  cVnn  diamètre  A  A.',  ou  deux  points 
fixes  A  et  A'  tels,  que  les  tangentes  en  ces  points  soient  parallèles  ;  et 
si,  ayant  mené  la  tangente  tmt'  en  un  point  quelconque  m  de  la  courbe. 
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on  applique  la  relation  (r   aux  deux  systèmes  de  points  met  A,  m  et  A  ; 
I  on  aura 

^  0  I  mt 

\^)  R'—    \^e 

R  et  R'  désigoant  les  rayons  de  courbure  pour  les  points  A  et  A'.  D'ail- 

FlG.     1. 


leurs  ces  rayons  R  et  R' sont  égaux;  cela  résulte  encore,  implicite- 
ment, delà  formule  (i)  :  et  l'on  a,  par  suite, 

(4)  -,  =  ",• 

^^'  mt'        M' 

Or  celte  propriété   de  la  tangente  est  facile  à  traduire  en  analyse  :  et 
la  démonstration  s'achève  alors  aisément. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  suppose  que  l'on  puisse 
trouver  un  diamètre  AA'  rencontrant  la  courbe  en  deux  |)oints  :  ce 
qui  est  toujours  |)ossible,  en  effet,  à  moins  cpie  to\is  les  dianièircs  ne 
soient  parallèles.  Mais,  dans  ce  cas,  la  droite  qui  joint  le  point  de  con- 
cours des  tangentes,  n)enécs  par  les  extrémités  d'une  corde,  au  milieu 
de  cette  corde,  est  parallèle  à  une  direction  fixe,  la  direction  des  dia- 
mètres :  l'^t  il  en  résulte,  en  rendant  fixe  l'une  des  extrémités  de  la 
corde,  et  choisissant  des  axes  convenables,  que  la  sous-tangenle,  eu 
un  j)oint  quelconque  de  la  courbe  considérée,  est  double  de  l'abscisse 
du  point  de  contact  :  ce  qui  caractérise  la  païaholc. 

2  Tiihoiiisir  II.  —  Si  toutes  les  cordes  concourantes  (Yiuie  courbe 
plane  ont  leurs  pôles  en  ligne  droite,  cette  courlie  est  du  second  degri  : 
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le  pô/e  d'iiiie  corde  n'étant  autre  chose  ici  que  le  point  de  concours 
des  tangentes  menées  par  ses  extrémités. 

Supposons  seulement  que  la  propriété  ait  lieu  pour  tous  les  systèmes 
de  cordes  dont  les  points  de  concours  sont  situés  sur  une  droite  déter- 
minée; et  faisons  la  perspective  delà  figure  de  manière  que  cette  droite 
soit  emportée  à  Vmfini  :  la  perspective  nous  présentera  une  courbe 
telle,  (jue  les  pôles  des  cordes  parallèles  à  une  direction  quelconque 


soient  situés  en  ligne  droite.  Or  il  résulte  de  là  que  toutes  les  cordes 
parallèles  mm^  sont  divisées  dans  un  rapport  constant  par  la  droite  0.r 
qui  contient  leurs  pôles  :  -^  =  —  On  a,  en  effet 


dy         y 
d.r        pt 

ày^  _r,. 

dx        pt 

dy         dy. 

En  outre,  ce  rapport  constant  A'  est  égal  à  l'unité.  Car  on  trouve,  poui 
le  rapport  des  rayons  de  courbure  aux  extrémités  de  la  corde  /;//«,, 


P 
ou  encore 


P  I   /  mt 

!•■  \m,t 


ï)' 


D'ailleurs,  quand  les  deux  points  m,  ln^  tendent  simultanément  vers 
le  point  O,  le  rapport  précédent  tend  vers  A^  ;  il  doit,  en  réalité,  tendre 
vers  l'unité;  donc  k=\.  La  droite  Ox,  qui  contient  les  pôles  des 
cordes  parallèles  mm',  est  un  diamètre  de  ces  cordes;  tout  système  de 
cordes  parallèles  admet  un  diamètre  rectiligne,  et  nous  rentrons  dans 
le  théorème  précédent. 
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5.  Théorème  III.  —  Si  une  courbe  à  centre  admet  une  infinité  de 
systèmes  de  rayons  vecteurs  conjugués,  ou  tels,  que  la  tangente,  menée 
par  l'extrémité  de  l'un  quelconque  des  deux  rayons,  soit  parallèle  à 
l'autre  :  L'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  rayons  vecteurs 
conjugués  est  constante;  et  la  courbe  est  l'enveloppe  d'une  série  d'el- 
lipses de  même  centre  et  de  même  surjace. 

Considérons,  en  effet,  le  parallélogramme  inscrit  dans  la  courbe,  et 
ayant  pour  sommets  les  quatre  extrémités  de  deux  rayons  vecteurs  con- 
jugués quelconques  aoa' ,  bob'.  Ce  parallélogramme  est  maximum 
d'aire,  parmi  tous  les  quadrilatères  que  l'on  peut  inscrire  dans  la 
courbe,  parce  que  la  tangente  en  chacun  des  sonunets  est  parallèle  à  la 
diagonale  qui  réunit  les  sommets  adjacents.  Il  en  est  de  même  poiu- 
chacun  des  parallélogrammes  que  l'on  peut  construire  de  la  même  ma- 
nière; et,  par  suite,  tous  ces  parallélogrammes  maximums  sont  écjui- 
valents.  D'ailleurs,  si  l'on  construit  l'ellipse  auxiliaire,  définie  par  les 
deux  diamètres  conjugués  aoa' ,  bob'  ;  la  courbe  proposée  sera  tangente 
en  rt,  b,  a'  et  b'  à  celte  ellipse,  et  sera  la  commune  enveloppe 
de  toutes  les  ellipses  analogues,  lesquelles  ont  même  centre  et  même 
surface. 

4.  Théor>:me  IV.  —  Si  le  sommet  d'un  angle  droit.,  circonscrit  à 
une  courbe  plane,  décrit  une  ligne  droite;  et  si,  en  même  temps,  la 
corde  qui  réunit  les  points  de  contact  des  côtés  de  cet  angle  passe  par 
un  point  fixe  :  cette  courbe  est  une  parabole. 

Quoique  la  démonstration  de  ce  théorème  paraisse  d'abord  dépendre 
tin  calcul  aux  diflérences  mêlées,  l'analyse  exacte  et  géométrique  de 
toutes  les  doiuiées  de  la  courbe  permet  d'obtenir  son  équation  ditTcreu- 
tielle  sous  la  forme  ordinaire.  On  trouve  ainsi  l'équation 

p' 

—  =  constante, 

r 

r  désignaiil  le  rayon  vecteur  et  /;  la  distance  de  Voriginc  à  la  tangente. 

li. 

».   I  iii.oiii-Mr  \  .  —   Toute  surface  ({ui  admet  lieux  modes  distincts 
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de  génération  par  un  cercle  dont  le  plan  demeure  parallèle  à  un  pian 
fixe,  est  une  surjnce  du  second  degré. 

Prenons,  en  effet,  pour  axe  des  z  la  corde  commune  à  deux  des 
cercles  de  la  surface,  situés  dans  les  plans  obliques  zj,  zx^  et  repré- 
sentés par  les  équations 

(.)  »"'=''' 

(  z-  4-  j  +  Bj  +  C  =  o  ; 

,    ^  i  J  =  0' 

\  z-  -+-  .r^  -f-  Ax  +  C  =  o  : 

Vorigine  étant  placée  au  milieu  de  la  corde  commune. 

Si,  prenant  alternativement  le  premier  ou  le  second  de  ces  cercles 
pour  cercle  directeur,  on  cherche  l'équation  de  la  surface  engendrée 
par  un  cercle  variable,  parallèle  au  plan  du  second  cercle  ou  du  pre- 
mier, et  rencontrant  constainment  en  deux  points  réels  le  cercle  direc- 
teur, on  trouvera  cette  double  équation  rie  la  surface  cherchée 

(I)  z-  +  jr-  +  x'  +  B j  -  2.r.4/  ( j)  +  c  =r  o, 

(II)  2^-h  j^  -+-x^  +  Ax—  2f.^{x)-i-  C  =  o, 

'HJ")  ^^  fi-^')  étant  des  fonctions  arbitraires  de    la  seule    variable 
qu'elles  renferment. 

La  surlace  cherchée,  qui  admet  les  deux  modes  de  génération,  est 
donc  représentée,  indifféremment,  par  l'une  ou  l'autre  de  ces  équa- 
tions; et  celles-ci,  par  conséquent,  doivent  devenir  identiques,  après 
la  multiplication  de  l'une  d'elles  par  un  coefficient  constant.  Cie 
coefficient  d'ailleurs  est  égal  à  l'unité,  puisque  les  deux  équations  ne 
contiennent  qu'un  seul  terme  en  z,  le  terme  z',  affecté  du  même  coef- 
ficient dans  l'une  et  dans  l'autre.  Les  deux  équations  sont  donc  actuel- 
lement identiques;  et  l'on  voit,  en  négligeant  les  parties  communes, 
que  les  fonctions  (p  et  tj/,  primitivement  arbitraires,  doivent  être  telles. 
que  l'on  ait,  quels  que  soient  x  et  j,  Videntité 

Ax  —  2j.(ii[x)  =  Bj-  —  IX  .fb{j), 
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on  celle-ci, 

[A+  2ii(j)]x  =  [B4-  asur^jjr, 

ou  cette  dernière  enfin, 

A-t-  i-h(y)  _  B-t-  2(p(x) 

qui  exige,  évidemment,  que  chacun  des  deux  membres  se  réduise  à  une 
constante  C.  On  a  donc 

^  +  1■i/{y)  ^  ç, 
y  '  ' 

2|(j)  =  C'j- A; 

et  la  substitution  de  cette  valeur  dans  (I)  donne  enfin,  pour  la  surface 
cherchée,  l'équation  du  second  degré 

(V\  2=  -t-  j^  -I-  .r^  —  Gxf  +  B  j  +  A.r  -h  C  =  o. 

Autre  démonstration.  —  Considérons  une  surface  S  qui  admette  les 
deux  modes  de  génération  dont  il  s'agit  :  soient  C,  T  deux  cercles  dé- 
terminés  de  la  surface,  ayant  deux  points  réels  communs,  et  faisant  par- 
tie des  deux  séries  de  sections  circulaires;  et  soit,  en  dehors  de  ces 
cercles,  m  un  point  déterminé  de  la  surface.  Considérons,  en  même 
temps,  la  surface  du  second  degré  2  assujettie  à  passer  par  le  cercleC, 
parle  cercle  F  et  par  le  point  m.  Cette  surface  est  déterminée  par 
ces  conditions  qui  équivalent  à  la  donnée  de  neuf  points,  à  savoir  :  le 
point  m  donné  explicitement;  Xescinq  points  auxquels  équivaut  la  don- 
née première  du  cercle  C,  et  les  trois  derniers  points  auxquels  équivaut 
la  donnée  seconde  du  cercle  F  qui  a  déjà  deux  points  réels  communs 
avec  le  précédent;  et  je  dis  que  la  surface  primitive  S  se  confond  avec  la 
nouvelle  surface  2. 

lin  effet,  si  l'on  mène  d'abord  par  le  point /«  commun  aux  deux  sur- 
faces un  plan  parallèle  au  plan  du  cercle  C,  commun  à  l'une  et  à 
laulre;  ce  plan  devra  couper  les  deux  surfaces  suivant  des  cercles,  et 
ces  cercles  ayant  trois  points  communs  (le  point  m,  et  les  deux  jwints 
j'éels  du  cercle  F  situés  dans  le  plan  sécant),  seconfontlent  en  un  seul 
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SoitC  ce  cercle  commun.  Si  l'on  coupe  ensuite  les  deux  surfaces  par 
un  plan  quelconque,  parallèle  au  plan  du  cercle  r,  les  sections  obte- 
nues seront  encore  des  cercles,  dans  les  deux  surfaces;  et  ces  cercles 
ayant  quatre  points  réels  communs  (les  quatre  points  déterminés  par 
Je  plan  sécant  sur  les  cercles  C  et  C  communs  aux  deux  surfaces)  se 
confondent  encore  en  un  seul.  Les  deux  surfaces  S  et  2  se  confondent 
donc  elles-mêmes,  et  la  surface  S  est  du  second  degré. 

Remarque.  —  Ce  théorème  ne  paraîtra  pas  sans  intérêt  si  l'on  re- 
marque qu'il  existe  des  surfaces  algébriques  d'un  degré  supérieur  au 
second,  admettant  r/ewa',  trois  ou  même  quatre  séries  de  sections  cir- 
culaires, non  situées  dans  des  plans  parallèles.  Le  parallélisme  des  plans 
de  ces  sections  caractérisant  dès  lors,  d'une  manière  exclusive,  les  sur- 
faces du  second  degré. 

6.  Théorème  VL  —  Une  série  de  lignes  de  mveau  d'une  surface 
étant  composée  d'ellipses  semblables,  senihlablement  placées  et  avant 
leurs  centres  en  ligne  droite  :  si  la  courbe  de  contact  d'un  cône  cir- 
conscrit à  la  sur/ace  est  plane,  cette  surface  est  du  second  degré;  le  cas 
excepté  où  le  sommet  du  cône  circonscrit  donné  appartiendrait  à  la 
droite  des  centres  Os. 

Nous  remarquerons  d'abord,  en  appelant  7?ie'nV//e««ei'  les  sections 
déterminées  dans  la  surface  pai-  les  plans  menés  suivant  Vaxe  des 
centres  Oz,  que  toutes  les  tangentes,  menées  aux  sections  méridiennes 
par  les  différents  points  d'une  même  ellipse  de  niveau,  vont  couper 
Taxe  en  un  même  point  T;  cfiaque  ellipse  de  niveau  étant  dès  lors  la 
base  d'un  cône  circonscrit  à  la  surface,  et  dont  le  sommet  appartient 
à  l'axe  :  cela  se  déduit  très-simplement  de  la  similitude  de  forme  et  de 
position  des  ellipses  de  niveau. 

En  outre,  si  nous  considérons  la  corde  commune  à  la  courbe  (U 
contact  Iml  du  cône  donné  et  à  l'une  quelconque  des  ellipses  de  ni- 
veau M/TiM',  nous  reconnaîtrons  que  cette  corde  mm\  dont  la  direc- 
tion est  fixe,  est  conjuguée  au  diamètre  cM,  trace  de  l'ellipse  de  niveau 
sur  le  plan  de  la  section  p/incipale  :  en  appelant  ainsi  la  section  zi)A 
menée  par  l'axe  Os  et  le  sommet  S  du  cône  circonscrit.  En  effet,  ie.^ 
points  jn  et  m',  extrémités  de  celte  corde,  appartenant  à  la  courbe  de 
contact  //?2/'du  cône  circonscrit  donné,  les  plans  tangents  à  la  surface 
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en  ces  points  passent  l'un  et  l'autre  par   le  sommet  S  de  ce  cône;  et, 
ces  points  appartenant  à  l'ellipse  de  niveau  M/?2M',  ces  mêmes  plans 

Fie.  ?-■. 


tangents  passent  aussi  par  le  point  T,  de  l'axe  Oz,  qui  est  le  sommet  du 
cône  circonscrit  à  la  surface  suivant  l'ellipse  MrnM'.  La  droite  ST  re- 
présente donc  l'intersection  des  plans  tangents  considérés,  et  sa  trace 
'/,  sur  le  plan  de  l'ellipse  de  niveau,  n'est  autre  chose  que  !e  point  de 
concours  des  tangentes  de  l'ellipse  aux  points  m  et  m'.  Mais  la  droite  ST 
est  dans  le  plan  de  la  section  principale  ;  sa  trace  cj  est  donc  sur  le  dia- 
mètre principal  cM  de  l'ellipse.  Les  tangentes  aux  extrémités  de  la 
corde  mm'  vont  concourir  sur  ce  diamètre  cM,  qui  est,  par  suite,  con- 
jugué à  cette  corde. 

Nous  prendrons  dès  lors  pour  axes  de  coordonnées  Ox,  Oj,  Oz,  le 
diamètre  principal  OA  de  l'une  quelconque  des  ellipses  de  niveau,  son 
conjugué  OB  qui  représente  la  direction  générale  des  cordes  mm',  et 
l'axe  Oz  déjà  défini  ;  le  plan  de  la  courbe  de  contact,  et  lesommet  S  du 
cône  donné  étant  représentés  par  les  équations 

(P)  x  =  k{z-c), 

I  X  =  a, 
(S)  U=o, 

\   z  =y: 

et  coiium;  il  suffira,  pour  déuioutrcr  le  théorème,  d'établir  (jue  I  une 
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quelconque  des  sections  par  l'axe  est  une  courbe  du  second  degré,  nous 
chercherons  seulement  l'équation  différentielle  de  la  section  princi- 
pale zMA,  que  l'on  peut  obtenir  d'abord  par  la  géométrie. 

En  effet,  nous  avons  reconnu  précédemment  que  les  trois  points  S, 
T  et  q  sont  en  ligne  droite.  Or  le  point  S  est  un  point  fixe  dont  les 
coordonnées,  prises  dans  le  plan  z.r,  sont 

(.)  (^.=«, 

\  2.  =  7- 

Le  point  T  est  la  trace,  sur  l'axe  Oz,  de  la  tangente  en  m  de  la  sec- 
tion zm,  ou  delà  tangente  au  point  correspondant  M  de  la  section  prin- 
cipale z  MA;  et  les  coordonnées  du  point  M,  prises  dans  le  plan  zx, 
étant  X,  z,  l'on  a  Z  —  z  =  —  (X  —  x)  pour  la  tangente  en  M  ;  d'où 


(^=  =  ^-T^' 

pour  les  coordonnées  du  point  T.  Enfin  le  point  r/  est  la  trace,  sur  le 
diamètre  principal  cM  de  l'ellipse  M /«N,  de  la  tangente  menée  à  cette 
ellipse  par  l'unedes  extrémitésde  la  corde  to/z' conjuguée  à  ce  diamètre. 
D'ailleurs,  le  pied  de  la  corde  mm'  sur  son  diamètre  étant  le  point  p,  et 
c  étant  le  centre  de  l'ellipse,  on  a  la  relation  connue 

cq.cp=:cM  =x^; 

et  comme  le  point  p  appartient  aune  droite  fixe,  //'  ou  .-.y,  trace  du  plan 
de  contact  du  cône  donné  S  sur  le  plan  zx,  l'on  a 

cp  =  A' .  cr, 
ou 

cp  =  k[z  —  c), 

k  et  c  désignant  des  constantes.  Par  suite,  les  coordonnées  du  point  q 
sont  les  suivantes, 

(3)  j-^'  =  ^-(^)' 
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et  en  exprimant  que  les  points  (i),   (2):  (3)  sont  en  ligne  ilroite,  l'on 
trouve,  après  quelques  simplifications, 

rdr         .r-  —  Xa   z  —  c) 

(4)  ^= 7^1 

pour  équation  différentielle  de  la  section   principale  zMA.   De  là,  en 
jjosant 

(  .r=  =  Y, 

l'on  déduit 


dX       X— 7  X— 7 

dy 

équation  linéaire,  de  la  forme -y-  -+-  V  j  =  Q,  et  dont  l'intégrale 

(6)  Y  =  C  (X  -  7)"  +  2A-a(X  -  7)  4-  ka.{-j  -  c) 
devient,  par  le  retour  à  la  notation  primitive  (Aj, 

(7)  x^  —  C{z  —  -jY  +  aA-a(z-7)  +  A-a(7  — 6'). 

La  section  principale  est  donc  une  courbe  du  second  degré,  une  elli[)se 
par  exemple,  ayant  son  centre  sur  l'axe  Oz,  et  rapportée,  dans  ().« 
et  Oz,  àdeux  directions  conjuguées  :  de  telle  sorte  que,  si  le  point  () 
est  supposé  le  centre  de  cette  ellipse,  la  surface  pi oposrc  est  identi(iue 
à  VeUipsoïde  qui  serait  défitti  par  les  trois  diamètres  conjugués  OA,  OH 
et  Ozon  OC. 

On  peut  |iaivenir  autrement,  et  par  le  calcul  seul,  à  l'étpiation  de 
la  section  méridienne. 

En  effet,  de  la  nature  des  sections  déterminées  dans  la  surface  par 
des  plans  parallèles  au  plan  des  xr,  l'on  déduit  cette  première  équa- 
tif)n  (le  la  suilace 

(1')  /«'..r^  +  j»-/«'./(z)  =0  : 

m  étant  un  coeKicienl  constant,  qui  mesine  le  rapport  des  diamètres 
conjugués  013  et  OA  des  ellipses  de  niveau,  et  /  (z)  désignant  une  fonc- 
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lion,  encore  iiidéferminée,  de  la  seule  variable  z.  Si  l'on  terme  en- 
suite l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  {.r,  j,  z)  de  la  surface, 
et  si  l'on   exprime  que  ce   plan   tangent    passe  par   le  point  donné 

S{.r  =  (Z,  j  =  o,  z  ~  y),  on  trouve 

(a  -  :r)  ni^  x  -  f  -"^{^-  s) ./'  (z)  =  o , 

qui,  combinée  avec  l'équation  (i),  représente  la  courbe  de  contact  du 
cône,  de  sommet  S,  circonscrit  à  la  surface.  Mais,  dans  cette  combinai- 
son des  deux  équations,  on  peut  simplifier  la  seconde  au  moyen  de  la 
première  ;  et  il  vient  ainsi, 

ou,  en  divisant  par  m-, 

(2')  2a.r-(y-2)./'(2)-2/(z)  =  o. 

D'ailleurs  la  courbe  de  contact  du  cône  considéré  est  plane,  par  hypo- 
thèse; et  son  plan,  comme  on  Ta  démontré,  est  parallèle  à  0>  :  on  a 
donc  aussi 

(3')  x  =  k{z-c\ 

k,  c  désignant  de  nouvelles  constantes  ;  et  si  l'on  porte  cette  valeur 
lie  .r  en  zdans(2'),  il  vient  l'identité  suivante,  propre  à  déterminer  la 
fonctiony(z), 

(4')  2Â:a(z-c)  -(7-z)./'(z)-2/(z)=:o. 

De  là,  en  posant 

l'on  déduit 
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Equation  iileiitique  à  l'équation  (5),  et  conduisant  aux  mêmes  con- 
séquences. 

Remarque.  —  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  une 
généralisation  du  suivant,  dû  à  M.  delà  Gouriierie  :  ■  Une  surface  de 
révolution,  qui  admet  une  ligne  d'ombre  plane,  est  du  second  degré.  » 
Il  convient  toutefois,  afin  de  bien  apprécier  l'utilité  <le  notre  générali- 
sation, de  remarquer  que  le  nombre  des  conditions  sous  lesquelles  on 
affirme,  dans  renoncé  précédent,  que  la  siu'face  est  du  second  degré, 
paraît  plus  restreint  qu'il  ne  l'est  en  réalité;  puisque  l'existence  d'une 
première  ligne  d'ombre  plane,  dans  une  surface  de  révolution,  entraine 
l'existence  d'inie  infinité  d'autres  lignes  analogues,  obtenues  en  faisant 
tourner  la  première  d'un  angle  quelconque  autour  de  l'axe. 

7.  Théorème  VIL  —  Si  les  cônes  et  les  cylindres,  circonscrits  à 
une  surface,  ont  leurs  courbes  de  contact  planes  ,  cette  surface  al  du 
second  degré. 

Que  l'on  imagine  une  série  de  lignes  de  niveau  de  la  surface;  les 
cylindres  circonscrits  à  la  surface  parallèlement  aux  diverses  directions 
tracées  dans  le  plan  de  l'une  de  ces  lignes,  et  la  série  correspondante 
des  courbes  de  contact  de  ces  cylindres  :  il  résulte,  de  l'hypothèse,  que 
chacune  de  ces  courbes  est  plane,  et  que  chaque  ligne  de  niveau  est  la 
base  d'un  cône  circonscrit  à  la  surface.  On  peut  donc  considérer,  en 
chaque  point  de  la  surface,  deux  systèmes  de  tangentes  conjng/iées.  l>a 
génératrice  du  cône  circonscrit,  et  la  tangente  à  la  ligne  de  niveau  cpii 
sert  de  base  à  ce  cône  (premier  système);  la  génératrice  du  cylindre 
circonscrit,  et  la  tangente  à  la  courbe  de  contact  de  ce  cylindre  (second 
.système).  Mais  la  génératrice  du  cylindre  coïncide  avec  la  tangente  de 
la  ligne  de  niveau,  par  une  suite  à  peu  près  immédiate  de  la  iléfinilion 
du  cylindre;  nos  deux  systèmes  de  tangentes  conjuguées  ont  donc  une 
tangente  coinniune:  les  autres  tangentes  coïncident,  et  la  génératrice 
du  cône  coïncide  avec  la  tangente  à  la  courbe  de  contact  du  cylindre. 
I>e  sommet  du  cône  relatif  à  l'une  quelconque  des  lignes  de  niveau  est 
donc  situé  dans  le  plan  de  contact  de  l'un  quelconque  des  cylindres 
dt'-jà  définis.  Donc,  /es  plans  de  contact  de  tous  ces  cylindres  se  cou- 
pent suivant  une  même  droite,  et  cette  droite  contient  les  sommets  des 
cônes  relatijs  à  toutes  les  lignes  de  niveau. 
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Que  l'on  compare  iDaiiilenant  deux  lignes  de  niveau  q^lelcolK|^e^^  ;  et 
que  l'on  prenne,  pour  origine  des  rayons  vecleurs  de  chacune  de  ces 
lignes,  le  point  où  son  plan  est  lencontré  par  la  droite  précédente  : 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  tangentes,  menées  à  ces  lignes  par 
les  extrémités  de  deux  rayons  vecteurs  parallèles,  sont  elles-niènies  pa- 
rallèles; d'où  la  conséquence  que  tontes  les  lignes  de  nii'ean  sont  des 
couibes  semblables,  seinblnhlement  pincées,  et  ajant  leurs  centres  de 
similitude  en  ligne  droite.  Les  sections,  faites  dans  la  surface  proposée 
par  des  plans  parallèles  à  une  direction  quelconque,  sont  donc  des 
courbes  semblables;  l'on  rentre  dans  un  théorème  dû  fi  M.  Bertrand 
[Journal  de  Mathéinaticjues,  p.  77,  t.  XIH,  iS/jS),  et  la  surface  est  du 
second  degré. 

Remarque  1 .  —  On  peut  achever  la  démonstration  autrement,  et 
sans  recourir  au  théorème  auquel  il  a  été  fait  allusion.  Ce  changement 
n'aurait  en  hù-mème  aucun  avantage,  s'il  ne  devîiit  permettre  de  di- 
minuer le  nombre  des  conditions  sous  lesquelles  on  peut  affirmer  que 
la  surface  est  du  second  degré;  et  c'est  ce  qui  arrive  ici.  Il  résulte,  en 
effet,  de  la  théorie  des  tangentes  conjuguées  et  des  considérations  dont 
nous  ferons  usage  dans  les  théorèmes  suivants,  que  les  lignes  de  niveau 
dont  il  a  été  question  sont  des  ellipses,  ayant  leurs  centres  sur  la  droite 
qui  contient  les  sommets  des  cônes  relatifs  à  ces  lignes,  hoinothétiques 
entre  elles  et  à  l'ellipse  rpii  sert  d'indicatrice  à  la  surface  aux  points  où 
celle-ci  est  rencontrée  pir  la  droite  des  sommets.  L'on  rentre  donc 
dans  le  cas  du  théorènie  VI,  et  l'on  a  ce  nouvel  énoncé  : 

TuÉORKME  VIII.  —  Si  les  cylindres  ciicomcrits  à  une  surjace,  pa- 
rallèlement an  plan  tancent  en  l'un  de  ses  points ,  ont  leurs  courbes  de 
contact  planes  ;  et  si  les  diverses  sections  de  ht  sut Jace,  parallèles  au 
iiie'ine  plan  tangent,  sont  les  bases  d'autant  de  cônes  circonscrits  :  cette 
suijace  sera  du  second  degié,  dès  (ju  elle  admettra  un  nouveau  cône, 
ou  un  nouveau  cylindre,  à  couibe  de  contact  plane.  Il  convient  d'ajou- 
ter toutefois  que  le  point  de  la  surface,  qui  joue  un  rôle  spécial  dans 
l'énoncé,  doit  n'être  pas  ini  point  singulier,  afin  que  le  théorème 
tl'Euler  puisse  s'appliquer  à  ce  point. 

Remarque  II.    —    Le  théorème  VII  est  susceptible  d'une  autre  dé- 
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moiistratiou,  assez  curieuse  en  ce  que  la  théorie  des  surfaces  u'y  joue 
aucun  rôle. 

Soit  un  cône  déterminé,  de  somniet  s,  circonscrit  à  la  surface  suivant 


la  courbe  plane  iiminn.  Que  l'on  mené,  par  le  sonunet  s,  une  droite 
quelconque  snb  rencontrant  la  surface  aux  points  a  et  /;,  et  que  l'on 
iin;igine  toutes  les  sections  faites  dans  la  svu'face  par  les  plans  menés 
suivant  sab.  Ces  sections  manb  sont  les  bases  d'autant  de  cônes  cir- 
conscrits dont  les  sommets  S  sont  distribués  sur  une  même  droite  SS, 
intersection  des  plans  tangents  menés  à  la  surface  par  les  points  rt  et  b. 
Si  l'on  considère  le  point  de  concours  des  tangentes  menées  à  la  pre- 
mière courbe  mw,  par  ses  points  de  rencontre  m  et  n  avec  l'une  quel- 
conque des  nouvelles  courbes  mnnb,  on  reconnaît  que  ce  point  de 
concours  est  situé  sur  la  droite  sS,  commune  intersection  des  plans 
tangents  à  la  surface  en  m  et  n.  Or,  comme  toutes  les  droites  analo- 
gues .yS  sont  situées  dans  un  uièiiie  plan,  on  voit,  en  appelant  a  et  gq 
les  traces  de  la  droite  snb  et  du  plan  s  SS  sur  le  plan  de  la  courbe  pri- 
mitive mnmn,  que  les  points  de  concours  des  tangentes  à  cette  courbe, 
menées  par  les  extrémités  de  toutes  h  s  cordes  man  qui  se  croisent  au 
point  a,  sont  distribués  sur  une  même  droite  ua;  et  cette  propriété 
sid)sisle,  quelle  que  soit  la  position  de  la  ilroite  Srti'»  autour  du  point.?, 
ou  quel  que  soit  le  point  a,  trace  de  cette  droite  sur  le  plan  de  la 
courbe  lun.  Cette  courbe  mnmn  est  donc  telle,  que  u  toutes  les  cordes 
concourantes  de  cette  courbe  ont  leurs  pôles  en  ligne  droite  •'  ;  le  théo- 
rème Il  est  n|)pli(abl('.  la  courbe  ////;  et  la  surface  proposée  sont  du 
second  degré. 

S.  riiniiiiMi   l\.  —  Si  les  cônes,  circonscrits  à  une  surface,  se  cou- 
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peut,  deux  à  deux,  suivant  des  courbes  planes,  cette  surface  est  du  se- 
cond degré. 

Soient,  en  effet,  un  cùxwjixe,  de  sommet  s,  et  un  cône  variable  dont 
le  sommet  s'  se  rapproche  indétiniment  du  premier.  Ea  ligne  formée 
par  l'intersection  de  ces  cônes  sera  une  certaine  courbe  ptaiu-,  variant 
de  forme  et  de  position  en  même  temps  que  le  second  cône,  et  ayant 
l)our  limite  une  courbe  plane.  D'ailleurs,  cette  courbe  limite  n'est 
autre  que  la  courbe  de  contact  du  cône  fixe  et  de  la  surface  proposée. 
Tous  les  cônes  circonscrits  à  la  surface  ont  doue  leur  coiube  de  contact 
plane;  l'on  rentre  dans  le  tliéoréme  Vil,  et  la  surface  est  dn  second 
degré. 

9.  'I'héorème  X.  —  Si  les  cônes  circonscrits  à  une  sur/ace  snnt  du 
second  degré,  cette  surjace  elle-même  est  du  second  degré. 

Que  l'on  considère,  en  effet,  deux  quelconques  des  cônes  du  second 
degré  circonscrits  à  la  surface.  Ces  cônes  auront  deux  plans  tangents 
communs,  à  savoir  les  deux  plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à  la 
surface  proposée  par  la  droite  qui  réimit  leurs  sommets.  L'intersection 
de  ces  deux  cônes  forme  donc,  suivant  une  proposition  bien  connue, 
nu  système  de  deux  courbes  planes;  et  l'on  rentre,  si  l'on  veut,  dans 
le  théorème  précédent. 

10.  Théorèmic  XI.  —  Si  toutes  les  sections  planes,  menées  suivant 
un  axe  Oz,  sont  les  courbes  de  contact  d'autant  de  cylindres  circo)isci  its 
h  la  surjace  ;  l'équateur  AB  de  la  surface,  c'esl-à-dire  la  courbe  de 
contact  d'un  cylindre  circonscrit  parallèle  à  l'axe,  est  une  ellipse  plane; 
les  sections  faites  dans  la  surface,  parallèlement  aux  plans  tangents 
menés  par  les  extrémités  de  taxe,  sont  des  ellipses  homotbéti//ues  a  la 
précédente  ;  et  les  centres  de  toutes  ces  ellipses  sont  situés  sur  l  axe  : 
le  mot  axe  n'entraînant  ici  aucune  idée  d'ortliogoiialité  ou  de  symé- 
trie, et  servant  seulement  à  désigner  la  droite  qui  réunit,  dans  une  sur- 
face quelconque,  les  points  de  contact  de  deux  plans  tangents  paral- 
lèles, ou  deux  pôles  quelconques  de  la  surface. 

Considérons,  en  effet,  un  point  quelconque  A  de  l'équateur  AB:  et 
la  section  par  l'axe,  ou  section  méridienne,  rAz',  qui  passe  par  ce  point 
et  s'y  trouve  tangente  à  la  génératrice  du  cylindre  circonscrit  a  la  sur- 
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face  suivant  l'équaleur,  ainsi  que  cela  r(^sulte  de  la  définition  de  celui- 
ci.  Nous  aurons,  au  point  considéré,  deux  systèmes  de  tangentes  con- 
juguées. La  génératrice  du  cylindre  circonscrit  suivant  l'équateur,  et  la 
tangente  de  l'équateur  (premier  système);  la  génératrice  t\u  cylindre 
circonscrit  suivant  la  ligne  méridienne,  et  la  tangente  de  cette  ligne 
(second  système).  D'ailleurs  ces  deux  systèmes  de  tangentes  conju- 
guées ayant  une  droite  commune  (la  génératrice  du  cylindre  relatif  à 
l'équateur,  génératrice  qui  coïncide  avec  la  tangente  de  la  méri- 
dienne), les  autres  droites  coïncident  :  et  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque de  l'équateur  coïncide  avec  la  génératrice  du  cylindre  relatif 
à  la  méridienne.  Mais  cette  génératrice  est  parallèle  au  plan  tangent 
nu  pôle  z;  donc  toutes  les  tangentes  de  l'équateur  sont  parallèles  à  ce 
plan.  Lequnieur  est  une  ligne  plane,  et  son  plan  est  parallèle  nu  plan 
tangent  au  pôle. 

Soit  maintenant  Ola  trace  de  l'axe  zOz'  sur  le  plan  de  l'équateur. 
Prenons  ce  |)ointO  pourorigine  des  rayons  vecteurs  OA  de  l'équateur; 
et,  supposant  tracée  dans  le  plan  tangent  au  pôler,  autour  de  ce  point 
connue  centre,  l'ellijise  qui  sert  d'indicatrice  à  la  surlace  en  ce  point; 
imaginons  le  demi-diamètre  de  cette  ellipse  qui  est  parallèle  au  rayon 
vecteur  OA  de  l'équateur,  ainsi  que  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce 
diamètre.  Puisque  celui-ci  est  tangent  à  la  section  méridienne  2A,  cette 
tangente  de  l'ellipse  est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  relatif  à 
la  méridienne,  connne  l'est  déjà  la  tangente  au  point  correspondant 
fie  l'équateur.  Les  tangentes  de  l'indicatrice  et  de  l'équateur,  en  des 
points  de  ces  ligues  (pii  correspondent  à  des  rayons  vectetu's  paral- 
lèles, sont  donc  parallèles  :  ces  deux  lignes  sont  homothétkiites ,  et  l'é- 
(|uateur  est  une  ellipse  ayant  pour  centre  le  i)ointO,  trace  de  l'axe  Oz 
sur  son  plan,  comme  l'indicatrice  est  inie  ellipse  ayant  poiu*  centre  le 
pôle  z. 

On  trouverait,  d'inie  manière  toute  semblable,  la  nature  des  sections 
laites  dans  la  surface  parallèlement  an  plan  langent  au  pôle,  que  Von 
siq)pose  n'être  pas  un  point  singulier. 

I  I  .  rniionicME  XU.  —  Si  les  cylindres,  circonscrits  à  une surjace, 
ont  leurs  courbes  de  contact  planes  ;  cette  surjace  est  du  second 
degré. 
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Nous  établirons  d'abord  que  •  tous  les  plans  des  courbes  de  contact 
qui  se  croisent  en  un  même  point  z  de  la  surjnce,  se  coupent  suii'ant 
une  même  droite  zz'. 

Considérons,  à  cet  effet,  la  droite  zz',  intersection  des  plans  de  deux 
de  ces  courbes  zAï.',  zBz';  et  la  courbe  de  contact  AB  du  cylindre 
circonscrit  à  la-surface  parallèlement  à  cette  droite  zz'.  En  vertu  de 
l'hypothèse,  cette  troisième  courbe  AB  est  plane;  et  l'on  verrait,  comme 
dans  le  théorème  précèdent,  que  les  tangentes  de  cette  courbe,  aux 
points  A  et  B  où  elle  est  rencontrée  par  les  deux  premières  zA  et  zB, 
coïncident  avec  les  génératrices  des  cylindres  relatifs  à  ces  lignes,  en 
se  trouvant,  par  suite,  parallèles  au  plan  tangent  de  la  surface  en  z.  Le 
plan  de  la  courbe  AB  elle-même  est  donc  parallèle  au  plan  tangent  en  z. 

Dès  lors,  si  les  plans  de  toutes  les  courbes  de  contact  zA,  zB,..., 
qui  se  croisent  en  z,  ne  se  coupaient  pas  suivant  luie  droite  unique  zz' , 
les  inlersections  de  ces  plans,  pris  deux  à  deux,  donneraient  naissance 
à  une  infinité  de  droites  analogues  à  la  droite  zz'  ;  et  la  surface  admet- 
trait une  infinité  de  sections  planes  parallèles  au  pian  tangent  en  z,  et 
servant  de  bases  à  une  infinité  de  cylindres  circonscrits  parallèles  à  ces 
différentes  droites;  ce  qui  est  absurde. 

Les  plans  des  courbes  de  contact,  qui  se  croisent  en  un  point  quel- 
conque z  de  la  surface,  se  coupent  donc  suivant  une  même  droite  zz' ; 
nous  rentrons  dans  le  cas  du  théorème  XI,  et  toutes  les  sections  de  la 
surface,  'parallèles  au  plan  tangent  en  z,  sont  des  ellipses  homothé- 
tiques  ayant  leurs  centres  sur  la  droite  zz'.  Le  théorème  V  est  donc 
applicable  à  son  tour,  et  la  surface  est  du  second  degré. 

Remarque  I.  —  Pour  achever  la  démonstration  sans  recourir  au 
théorème  V,  il  suffit  d'appliquer  les  propriétés  trouvées  pour  un  point 
quelconque  z  de  la  surface,  à  l'un  des  points  A  de  Vellipse  de  con- 
tact AB  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  parallèlement  à  la  droite  zOz'. 
Car,  ayant  reconnu  que  Y  axe  commun  aux  plans  des  courbes  de  con- 
tact qui  se  croisent  au  point  A,  est  précisément  le  diamètre  OA;  nous 
verrions  que  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit,  parallèle  à 
l'axe  OA,  est  une  nouvelle  ellipse  plane,  passant  par  les  points  z,  z'  et 
par  les  extrémités  du  diamètre  BOB',  conjugué  du  diamètre  AOA'  :  la 
surface  étant  dès  lors  identique  à  l'ellipsoïde  qui  serait  défini  par  les 
trois  diamètres  conjugués  AOA',  BOB',  zOz'. 

Tome  VI  (a"^  série).  —  Janvier  1861.  4 
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Bemnrque  II.  —  Enfin  la  combinaison  des  théorèmes  V  et  XI  con- 
(hiii  à  ce  nouvel  énoncé  : 

TniioRÈME  XlII.  —  Si  les  cjlindres  circonscrits  à  une  surface,  pa- 
rallèlement au  plan  tangent  en  un  point  non  singulier  de  la  surface,  ont 
leurs  courbes  de  contact  planes;  et  si  les  plans  de  ces  courbes  se  coupent 
suivant  une  niâine  droite  :  cette  surjdce  sera  du  second  degré,  dès 
qu'elle  admettra  un  nouveau  cylindre,  ou  un  cône,  à  courbe  de  contact 
plane. 

12.  Théorème  XIV.  —  Si,  dans  la  série  infinie  des  combes  de  con- 
tact des  cylindres  circonscrit  à  une  surface,  les  plans  oscnlateurs  de 
toutes  celles  de  ces  courbes  qui  se  croisent  en  chaque  point  O  tie  la  sur- 
face, se  coupent  suivant  une  même  droite  :  cette  surface  est  du  second 
degré. 

Nous  allons,  du  moins,  établir  la  proposition  |)onr  le  cas,  assez 
étendu,  ou  Vindicatrice  de  la  surface,  en  tous  les  points  de  celle-ci, 
est  une  hyperbole  ;  et  cela  suffira  pour  mettre  hors  de  doute  la  proposi- 
tion générale. 

Considérons  donc,  en  un  i)oint  quelconque  O  de  la  surface,  les  deux 
lignes  asjmplotiqurs  OA,  Oli  qui  se  croisent  eu  ce  point  en  ayant  pour 
tangentes  les  asymptotes  de  l'hyperbole  qui  sert  d'indicatrice  à  la  sur- 
face au  point  O  :  et,  parmi  les  cylindres  dont  les  courbes  de  contact  se 
croisent  en  ce  point,  considérons  spécialement  ceux  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  aux  asymptotes  do  l'indicatrice;  et  soient  i)a,  Ob 
leiH's  courbes  de  contact. 

La  tangente  en  Ode  la  courbe  Oa,  et  la  génératrice  du  cylindre 
correspondant,  sont  deux  tangentes  conjuguées;  mais  la  génératrice  du 
cylindre  coïncide  avec  l'une  des  asymptotes  de  l'indicatrice,  et  celte 
asymptote  repré.sente  un  système  de  deux  tangentes  conjuguées,  con- 
fondues en  une  seule.  Donc  la  courbe  de  conlacl  Or/ du  cylindre  cou- 
sidéré  est  tangente  en  O  à  la  génératrice  du  cylindre;  et  dès  lors,  |)ar 
un  théorème  connu,  le  plan  osculateui  en  O  de  la  courbeOa  coïiwidr 
avec  le  plan  tangent  du  cylindre,  ou  avec  le  plan  tangent  de  In  sur/ace 
primitive  au  mânic  point.  Mais,  d'après  l'iiypolbèse,  les  plans  o.scu  la - 
leius  de  toutes  les  courbes  de  contact  qui  se  croisent  en  O,  se  coupent 
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suivant  une  même  droite;  on  vient  de  voir  que  l'iiii  de  ces  plans  coïn- 
cide avecle  plan  tangent  de  la  surface  pour  le  point  O;  donc  la  droite, 
intersection  commune  de  tous  les  plans  osculateurs,  est  située  dans 
le  plan  tangent  qui  représente,  dès  lors,  le  plan  oscnlatenr  commun  à 
toutes  les  courbes  de  contact  Oa,  Ob,  Oc.  Or,  il  résulterait  de  là, 
que  la  génératrice  en  O  de  chacun  de  ces  cylindres  se  confondrait  avec 
la  tangente  au  même  point  de  la  courbe  de  contact  correspondante.  La 
surface  admettrait,  en  chacun  de  ses  points  O,  une  infinité  de  systèmes 
de  tangentes  conjuguées  confondues  en  une  seule;  et,  l'indicatrice,  une 
infinité  d'asymptotes  :  ce  qui  est  absurde. 

L'hypothèse  contenue  dans  l'énoncé  ne  peut  donc  se  réaliser,  à  moins 
que  les  plans  osculateurs  des  deux  courbes  de  contact  Ort,  Ob,  ne 
deviennent  indéterminés.  D'ailleurs  ces  courbes  sont  respectivement 
tangentes  aux  lignes  asymptotiques  OA,  OB,-  les  plans  osculateurs  de 
ces  quatre  lignes  coïncident  deux  à  deux,  et  ces  plans  osculateurs  ne 
deviennent  indéterminés  que  dans  le  cas  où  les  lignes  asjmptotiquesOA 
et  OB  deviennent  des  lignes  droites.  Il  passe  donc,  en  chaque  point  de 
la  surface  proposée,  deux  lignes  droites  situées  sur  la  surface  :  celle-ci 
admet  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes,  et  n'est  autre  qu'une 
surface  gauche  du  second  degré. 
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CONCEBSAST 

LE  DOUBLE  D'UN   NOMBRE   PREMIER   DE   LA   FORME    i6/! 
Par  m.  J.  LIOIVILLE. 


Le  double  {•un)  de  tout  nombre  premier  m  de  la  forme  i6A-f-  7 
jouit  des  deux  propriétés  ci-après  : 

1°  On  peut  poser  au  moins  une  fois  (et  toujours  un  nombre  impair 
de  fois)  l'équation 

X  étant  un  entier  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif,  d'ailleurs  pair 
ou  impair,  tandis  que  j  est  impair  et  posilif:  quant  à  q,  c'est  un 
nombre  premier  {Sg-i-  5)  qui  ne  divise  pas  j  :  on  admet  pour  /  la 
valeur  zéro. 

En  d'autres  termes,  si  du  double  d'un  nombre  premier  donné  m  de 
la  forme  16 A"  +  7,  on  retranche,  tant  que  faire  se  peut,  les  carrés 

,2      -î      „2      .Ara      ,„2 

tournis  par  la  lormuie 

(8x4-i)'% 

en  y  prenant  .r  positil,  nul  ou  négatif,  il  y  aura  un  nondjre  impair  de 
restes  exprimables  pai'  le  piotiuit 


<j  étant  un  iiomi)ic  premii  r  non  diviseur  de  j-  et  naturellement  de  la 
forme  8^'  -t-  5. 
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2"  On  peut  de  même  poser  au  moins  une  fois  (et  toujours  un  nom- 
bre impair  de  fois)  l'équation 

X  étant  un  entier  indifféremment  positif,  nid  ou  négatif,  tandis  que  y 
est  impair  et  positif,  y  continuant  à  désigner  un  nombre  premier 
8^  -+-  5  non  diviseur  de  j,  et  la  valeur  /  ^  o  restant  admise. 

En  d'autres  termes,  si  du  double  d'un  nombre  premier  donné  m  de 
la  forme  i6A'  -1-  7,  on  retranche,  tant  que  faire  se  peut,  les  carrés 

V,  5%   11%   .3%   19%..., 

fournis  par  la  formule 

(8^+3)% 

en  y  prenant  x  indifféremment  positif,  nul  ou  négatif,  il  y  aura  un 
nombre  impair  de  restes  exprimables  par  le  produit 

<l  étant  un  nombre  premier  non  diviseur  de  jr  et  naturellement  de  la 
forme  8g  +  5. 

Nous  donnerons   plus  tard  la  démonstration  (fort  simple)  de  ces 
deux  tbéorèmes.  Bornons-nous  aujourd'hui  à  les  vérifier  numérique- 
ment sur  quelques  exemples. 
Soit  d'abord 

Hi  =  7. 
Nous  aurons  d'une  part 

2.7=  i^  +  i3.  i^, 

conformément  au  premier  théorème,  et  d'autre  part 

3.7  =  3^  +  5.1% 

conformément  au  second  théorème. 
Soit  ensuite 

m  =  23  : 
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lions  aurons  seinblablement  deux  équations  canoniques 

■2.23=  i*-i-  5.3- 


et 

De  même  pour 
on  a 
et 


2.23  =  3'  +  37. 1-. 

/M  =  7  I  , 

2. 71=  g'' +  61.1' 
2. 71=5^+13. 3^ 

11  serait  inutile  d'ajouter  d'autres  exemples.  Mais  eu  terminant  nous 
remarquerons,  comme  conséquence  immédiate  de  tios  deux  théorèmes, 
que  pour  chaque  nombre  premier  m  de  l;i  forme  16A  -h  7,  le  nombre 
des  solutions  de  l'équation 


est  pair,  mais  au  moins  égal  à  2,  lorsqu'on  admet  pour  x  connue  pour 
j-  des  valeurs  impaires  quelconques,  q  continuant  à  être  un  nombre 
'iremier  (8g  +  5)  qui  ne  divise  pas  j^. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


THEOREME 

CONCERNANT  LES  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME  By. 
Par  m.   J.  LIOIJVILLE. 


Soit  m  ui)  nombre  premier  donné,  de  la  forme  8|x  -+-  r  :  on  pose  de 
tontes  les  manières  possibles  l'équation 

en  y  prenant  pour  x  et  j  des  entiers  impairs  et  pour  q  les  nombres 
premiers  (8v  -h  5}  non  diviseurs  dej'  :  on  admet  pour  /  la  valeur  zéro. 
Il  s'agit  de  savoir  si  le  nombre  N  des  décompositions  de  m  sous  la 
forme  indiquée  est  pair  ou  impair. 

En  d'autres  termes,  on  retranche  (par  la  pensée)  d'un  nombre  pre- 
mier donné  /«,  de  la  forme  8/J. -+-  i,  les  carrés  des  nombres  impaire- 
ment  pairs  2,  6,  etc.,  puis  considérant  le  nombre  N  de  ceux  des 
restes  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

où  «y  désigne  un  nombre  premier  non  diviseur  de  y  et  naturellement 
de  la  forme  8v  -1-  5,  on  demande  une  règle  facile  pour  dire  a  priori  si 
N  est^air  ou  impair. 

La  réponse  que  je  fais  à  celte  question  contentera,  je  crois,  les  géo- 
mètres. 

Puisque  m  est  un  nombre  premier  8//  +  1,  on  peut  poser  d'une 
seule  manière,  en  nombres  entiers, 

/«  =  rt=  +  8/;^ 
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Or  je  trouve  que  Ion  a  toujours 

N^^     (mod.  2), 

à  savoir  N  est  pair  quand  b  est  pair,  mais  impair  quand  h  est  impair. 
Ainsi,  pour 

on  a  Â  =  I ,  donc  N  impair;  et  c'est  ce  qui  résulte  en  effet  de  la  dé- 
composition canonique 

17  =  4.1^  +  i3.i". 
Au  contraire,  pour 

7«  =  4i  =  3^-4-  8.2^ 

on  a  5  =  2,  donc  N  pair;  et  cela  est  exact  encore,  puisque  les  décom- 
positions canoniques  sont  ici  au  nombre  de  deux  : 

41=4. 1^  +  37. l^ 
4i  =4-3'^ +  5.1». 
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MEMOIRE 

SUR 

LES   NOMBRES   DE   CAECHY 

ET 

LEUR  APPLICATION  A  DIVERS  PROBLÈMES  DE  MÉCANIQUE  CÉLESTE; 
Par  31.  J.  BOOIGET, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Clerniont-Ferrand. 


§  I.  —  Nombres  de  Cauchj. 

1.  Dans  un  Mémoire  sur  le  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice [*],  l'illustre  géomètre  à  introduit  avec  avantage  le  nombre 
N_,y_,, ,  défini  par  l'équalion 

/  et  p  étant  des   nombres  nuls,   ou   entiers  et  positifs,  /  étant  nul  ou 
entier,  ou  bien 

(.)        N_,,,„ = ^^  £''\-'  (x  +  ly  (x  -  !)"./«, 

si  l'on  pose 

et  si  l'on  représente  par  c  la  base  des  logarithmes  népériens. 

En  m'occupant  des  propriétés  de  ces  nombres,  j'ai  découvert  qu'on 
peut  en  former  un  tableau  aussi  étendu  qu'on  voudra,  analogue  au 

[*]   Comptes  rendus  de  l'Jcadémie,  t.  XII,  p.  92. 

Tome  VI  (2«  série).  —  Février  18G1.  3 
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triangle  arithmétique  de  Pascal,  et  que  les  nombres  figurés  n'en  sont 
qu'un  cas  particulier.  J'ai  vu  de  plus  qu'un  grand  nombre  de  fonc- 
tions utiles  en  astronomie  se  développent  en  série  avec  la  plus  grande 
facilité  quand  on  connaît  les  quantités  N.  Ajoutons  qu'à  côté  de  ces 
nombres  apparaissent  naturellement  des  transcendantes  comprenant 
celle  de  Bessel,  et  faciles  à  calculer  à  l'aide  des  nombres  N.  Je  montre 
qu'à  l'aide  de  ces  transcendantes  on  peut  résoudre  presque  sans  calcul 
le  problème  de  Kepler  et  d'autres  analogues.  M.  Faa  de  Bruno  [*]  avait 
déjà  signalé  la  simplicité  avec  laquelle  la  transcendante  de  Bessel 
donne  l'anomalie  excentrique  et  le  rayon  vecteur  en  fonction  de 
l'anomalie  moyenne.  Les  recherches  que  nous  consignons  ici  complè- 
tent et  étendent  ce  travail. 

2.  Propriétés  des  nombres  de  Cnuchj.  —  Les  propriétés  des  nom- 
bres ]N_,,y,,,  dont  quelques-unes  ont  été  signalées  par  Cauchy,  se 
résument  dans  la  série  des  théorèmes  suivants  : 

TnÉORÈME  J.  —  Le  nombre  '^_ij^i,  est  égal  à  la  partie  constante 

du  développement  de  x~' (œ -\ — )  ix 1  >  suivant   les   puissances 

de  .T. 

En  effet,  tout  terme  qui  dans  le  dévelopj)ement  i  enferme  l'expo- 
nentielle X,  donne  zéro  par  l'intégration. 

Théorème  IL  —  Le  nom/>re  N_,-,y,,,  est  nul  toutes  les  fois  (jue  la 
somme  des  indices  —  i  +  j  -^-  p  est  négative  ou  impaire,  et  il  est  égal 
à  l'unité  quand  cette  somme  est  nulle. 

En  effet,  le  développement  du  produit 


■■(-  +  i)'(--j 


■r 


donne  un  résultat  rie  la  forme 
[']  Thèse  prt'senléf  à  la  Faculté  de  Paris,  i856. 
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Oi-  il  ne  peut  y  avoir  un  terme  indépendant  de  x  qu'autant  que 

y  +  p  —  /  =  2  A  , 

k  étant  un  nombre  entier  positif;  et  si 

j  +  p  —  i=o, 

le  terme  indépendant  de  a:  est  l'unité. 

Théorème  III.  —  Si  i  change  de  signe,  N  garde  la  même  valeur 
numérique;  mais  il  change  de  signe  si  p  ou  j  —  i  est  impair. 

En  effet,  nous  avons  identiquement 

donc,  en  prenant  les  parties  constantes  des  deux  membres,  il  vient 
d'ailleurs 

(-!/=(-  I  )"->+'=  (_  jV-'^ 

le  théorème  est  doue  démontré. 

Théorème  IV.  —  Si  Von  commit  tous  les  nombres  N  relatijs  à  uiw 
certaine  valeur  de  j,  on  peut  en  déduire  ceux  qui  se  rapportent  à  une 
valeur  de  j  immédiatement  supérieure. 

En  effet,  on  a  identiquement 

•^~' (-^  ^  7./ (-^  -  î)' =  •^"'"  (-^ +  :!:)''' (•^' -  i 

ce  qui  démontre  le  théorème,  car  on  en  déduit 

N    •  •    —  N   •  -4-  N   ■ 

Théorème  V.  —  Si  Ion  connaît  tons  les  nombres  N  relatifs  à  une 

5.. 
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certaine  valeur  de  p,  nn  peut  en  déduire  tous  ceux  qui  se  rapportent  à 
une  valeur  de  p  imme'diatement  supérieure. 

On  démontre,  en  effet,  comme  clans  le  théorème  précédent,  que 

Corollaire.  —  Les  deux  derniers  théorèmes  montrent  que  le  calcul 
des  nombres  de  Cauchy  se  ramène  au  cas  où  y  et  p  sont  nuls. 

Théorème  VL  —  Jl  existe  une  relation  entre  les  nombres  N  qui 
correspondent  à  une  même  valeur  de  i  et  à  des  valeurs  de  j  et  p 
voisines. 

Kn  effet,  on  a  ideutiquement 

'D.f--j)'*'-(..-. 


-'(--i)'(-i)'  = 


X-'  D„  Lr  -I- 


donc 

N_,-;  p  = ^=  -    Hx-'fx  +  'Y"'  D„  (x  -  -]'""' .  du 

= L_  ^  Hx-  (x  -  -y-'  1)„  la-  +  T' .  du. 

U-\-  i)v/—  i  ^-^  Jo         \       -ty         \       -^v 

Intégrons  par  parties,  il  vient 

•'-=-7;Tïï7=Ti.r"'[-(--r'](-^) "" 

en  dévelo|)pant,  ou  trouve 

N  /      =     '      N      .  _  '~  '  N 


-i,j—2,l)+7 
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et 

Coiollniies.  —  On  déduit  des  relations  précédentes 


et 


N   .       —  — —  N   • 
i"'-i,t.p  —„_!_,  ^^-'.o,p+i 


Théorème  VII.  —  Les  deux  nombres  N_,,y  „  e<  N_,_2,y, o,  7"'  "^ 
diffèrent  que  par  les  valeurs  de  i,  sont  liés  entre  eux  par  rê(ptntion 

-L^-i.y.o —         •_,•        ^i-i-s.y.o- 

On  peut  démontrer  ce  théorème  directement  en  partant  de  la  défi- 
nition du  nombre  N,  et  procédant  par  l'intégration  par  parties;  mais 
on  y  arrive  plus  facilement  en  faisant  usage  des  théorèmes  précédents. 

Un  des  corollaires  du  théorème  VI  donne 

(/+i)N_,-,,,  =/N_,,,^.,,„, 
mais  les  théorèmes  IV  et  V  donnent 

-'•^-i.y.i  —  ■'-^-(-n.y.o         '•^-i-i.y.o 

et 

^'— ;,y+i,o  —  ^'— (-M.y,  o    '^  ■■•'— i-i,y,o  ) 

donc 

(/+  l)N_,-+,,y,o-  (/+  l)N_,-_,.y.o  =  /N_,v,,y.o  +  /N_,-_,.y,o, 

ou  bien 

Si  dans  celle  identité  nous  changeons  /  —  i  en  /,  nous  aurons 

(/-  /)  N_,-,y,  0  =  (/  +   2  -^  /  )  N..,-_,,y,„.  C.  Q.  F.    l). 


38  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Corollaire  I.  —  Nous  avons  vu  (théorème  II)  que 

j  —  i  =  2  k, 
A  entier  et  positif.  Donc  en  remplaçant  /  par  sa  valeur,  il  vient 

TV     . .    —Lz±±l^i  ,  .     . 

Si  dans  cette  formule  nous  faisons  successivement  A'  =  i ,  2,  3,...  et  si 
nous  remarquons  que  N_y  y,o  =  i»  nous  aurons  la  série  des  identités 


N 


_  i_ 

•■-J.j\o  —   ,  ■ 


N     •       —  ■' !■  N 


7—3 

■       3 


TV  _■/->'-  +  ■    AT 

^'2A-y,y,o  —  jl  ^' 2A-2-y,y.o? 


d'où,  en  nuiltipliant, 

N 


_  J  [j  —  1)  (y  —  2) .  •  .(y—  k  H- 


c'est-à-direie  coefficient  de  J*  dans  le  développement  du  ljiiiùme(i  -^-jY 

ou  de  oc'-'^''  dans  le  développement  de  (  j:  +  -V- 

C'est  au  reste  ce  qu'il  est  facile  de  voir  directement,  car  on  a  pour  ce 
(lévelop|)ement  un  polynôme  de  la  forme 

MMdliplif)iis  les  deux  membres  par  x^''~-' du  et  intégrons   de  o  à  ar,  il 
vient 
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Ainsi  les  iioml)res  de  Cauchy  comprennent  comme  cas  particulier 
les  nombres  figurés,  et  ils  permettent  d'en  déterminer  la  formule  géné- 
rale. 

Cornllaire  II.  —  On  arriverait  par  une  démonstration  toute  sem- 
blable à  la  relation 


d'où  l'on  tirerait 


_           p—k  +  l   ^^                            _  p[p—^)lp—'3.)..  .1^— /-  +  ,) 

^^2k-p.0.p  ^.  -L^2A-2-p.O./;  ^,  V  1.2.3...    k  ' 

et  l'on  verrait  facilement  que  cette  quantité  est  le  coefficient  de  j*  dans 
le  développement  du  binôme  (  i  —  J'Y,  ou  de  .i''"-*  dans  le  développe- 
ment de  f  .r )   • 

Corollaire  111 .  —  Il  serait  maintenant  facile  de  donner  la  formule 
générale  du  nombre  N_,^_,, ,  car  on  connaît  les  coefficients  des  deux 
développements 

ix  +  -Y  ^x'  +  k.x^'^  +  k^xJ^"  -+-  k^xJ'''+  .  .  .+  Aa.j:^^*  +  .  .  ., 

x  —  -\  —  xP—V^   rP-""  +  Bo.r''-*  —  B,  xP'^  +  .  .  .  i  ^.xP'"""  +  . . .  ; 


d'où  l'on  déduirait 

.r  —  -^^y  =  xJ^P-'  -\-  H,  j:^-"''-'-'  +  Hoi-'-^''-'^'  +  .  .  . 

+  H;,a-^-<-''-'-"..., 
et  si  l'on  a 

j  +  p  —  i  ^  ih  , 

le  nombre  N  n'est  autre  cliose  que  H^;  donc  on  pourrait  poser  l'équa- 
tion 

^-i.j.p  =  Ha  =  a,  -  A,„,  B,  +  A,_.B,  -  .  .  .  .  ±  B, , 

ce  qui  foui'uirait  la  valeur  générale  fin  nombre  N. 
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Mais  nous  allons  voir  qu'il  est  inutile  de  calculer  N  par  celte  for- 
mule, et  qu'on  peut  former  avec  la  plus  grande  facilité  des  tableaux 
aussi  étendus  qu'on  voudra  de  ces  quantités,  par  un  procédé  qui  per- 
met d'éviter  à  coup  sûr  toute  erreur  de  calcul. 

3.  Construction  d'une  table  des  nombres  de  Cauchj.  —  La  table 
de  ces  nombres  se  composera  d'autant  de  tables  partielles  qu'il  y  a  de 
valeurs  de  p;  et  ce  nombre,  comme  nous  l'avons  vu,  peut  recevoir  les 
valeurs  : 

o,      I,     a,     3,     4i      5, 


Nous  désignerons  chacun  de  ces  tableaux  par  la  valeur  de  /;  qui  lui  cor- 
respond. 

Tableau  où  p  =  o. 


P 
0 

i 

/ 

(1 

1 

:f 

5 
(i 
7 
8 
'.) 

lu 

VALEURS  DE  /. 

! 

-10 

z 

-9 

1 

-  8 

t 

-  7 

1 
9 

-  6 
8 

-  5 

I 

36 

-  4 

1 
C 

130 

—  3 
5 

31 

^ 

I 

4 
56 

—  1 

I 
3 

10 

35 
12G 

0 

I 

fi 

20 
70 

1 

3 
10 

35 

4 

i5 
5  H 

310 

3 

5 
84 

4 

(i 

38 
i-io 

ô 
3G 

G 

8 
.',5 

7 
9 

8 

I 
lu 

9 

10 

l'our  le  loruK  r  : 

i".  J'observe  que   No,o>o=  '1    puisque   la  somme  des  indices  est 
nulle,  je  l'écris  en  tète  du  tableau. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  4i 

2°.  Si  à  partir  de  ce  nombre  je  marche  en  diagonale  \ers  la  ganclie, 
je  rencontre  une  série  de  cases  qui  correspondent  encore  à  une  somme 
d'indices  égale  à  zéro,  j'y  place  l'iniité. 

3°.  En  partant  de  la  case  (0,0,0)  j'avance  en  diagonale  vers  la 
droite,  je  dois  y  placer  l'unité  en  vertu  du  théorème  III. 

4".  Actuellement  il  est  facile  de  continuer  indéfiniment  le  tableau 
sans  crainte  de  se  tromper;  car,  en  vertu  du  théorème  IV,  chacun  des 
nombres  se  forme  en  prenant  la  somme  de  celui  qui  est  immédiate- 
ment à  droite  et  au-dessus,  et  de  celui  qui  est  immédiatement  à  gauche 
et  au-dessus.  Ainsi,  à  la  case  marquée  **,  il  faut  mettre  ia  somme  des 
nombres  que  renferment  les  cases  marquées  *;  et  la  règle  est  générale. 

5°.   Les  cases  vides  correspondent  à  des  N  nuls. 


Ta  h!  ta  II 


ou  p 


p 
1 

0 

1 

2 
3 

\  AI.EURS  OE  .. 

-  9 

-  8 

-  7 

—  0 



—  4 

1 

-  3 

I 

-   1 

I 

3 

0 

2 

1 

I 

4 

3 

I 

0        G 

1 



8 

9 

1 

6°.  Au  moyen  du  tableau  qui  se  rapporte  a  p  =  o,  et  en  faisant 
usage  du  théorème  V,  il  est  facile  de  former  la  première  ligne  horizon- 
tale du  tableau  où  p  ■=  1 .  Cette  première  ligne  étant  écrite,  le  procédé 
qui  a  servi  à  construire  le  tableau  précédent  s'applique  encore  et  per- 
met de  continuer  ce  dernier  indéfiniment. 

7".  La  première  ligne  du  tableau  [p  --=  i)  servirait  de  même  à  for- 
mer la  première  ligne  du  tableau  {p  =  2),  que  l'on  achèverait  encore 
par  le  même  procédé;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Remarque.  —  Au  lieu  de  faire  autant  de  tableaux  qu'il  y  a  de  va- 
leurs de  p,  on  pourrait  en  faire  autant  qu'd  y  a  de  valeurs  dey,  jiar 
des  procédés  analogues  à  ceux  que  nous  venons  d'indiquer;  la  difficulté 

Tome  VI  {i^  série).  —  Févkifk  i8Gî.  O 
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n'est  pas  plus  grande.  Les  applications  qu'on  en  veut  faire  règlent 
elles-mêmes  l'argiunent  à  choisir.  Ee  tableau  j  —  o  est  particulière- 
ment utile. 


§  II.  _  Gciicralhation  des  transcendantes  de  Bcssel. 
?.  Bessel  a  i 


J.  Défmilious .  —  On  sait  que  Bessel  a  inlrotluit  dans  la  Mécanique 
céleste  la  transcendante 


2-   Jo     - 


du. 


c  =  la  base  des  logarithnies  népériens-, 

<?  =  rexcenlricité  d'une  planète, 

//  =  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Cette  quantité  n'est  pas  autre  chose  que  le  coefficient  de  x'  ilans  le 
développement  de 

suivant  les  puissances  de  x.  Cauchy  a  donné  des  applications  nouvelles 
de  celle  transcendante,  dans  les  Noies  aiuiexées  au  Mémoire  de 
M.  Ee  Verrier  sur  les  inégalités  de  Pallas  [*],  et  dans  divers  autres 
articles  insérés  aux  Comptes  rendus  de  rjcade'inie  des  Sciences  [**]. 
M.  Ilansen  de  Gotha  en  a  fait  usage  pour  le  calcid  des  perturbations 
absolues  des  |>lanèles,  il  en  a  même  complété  les  tables. 

Je  vais  donner  une  légère  extension  à  la  définition  de  liessel,  el  je 
lormerai  une  transcendante  dont  la  précédente  ne  sera  qu'un  cas  par- 
licidier.  On  verra  (pTclle  fournil  une  solution  simple  de  (uieslions 
compliquées. 

Désignons  pai- 

(  /.  "\ 

[  '  ]  Cnmptrs  rriiilin  tir  I'  Iratlimir  des  Srifnrcs,  I.  XX. 
(*•)  Tomi-XII 
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le  coefficient  de  x'  clans  le  développement  de  la  l'onction 

suivant  les  puissances  de  .r;  en  d'aiiti-es  termes,  posons 

la  transcendante  de  Bessel  se  détlnira  de  celle-ci  en  faisant  y  =  o. 

2.  Propriétés  de  la  transcendante  (/,«),■•  —Cette  transcendante  se 
lie  intimement  aux  nombres  N_,y^/, ,  comme  nons  allons  le  faire  voir, 
et  ses  propriétés  découlent  immédiatement  des  propriétés  de  ces 
nombres. 

Théorjïme  L  —  Le  calcul  de  la  ti-a/iscenilante  (j ,n)i  se  ramène  au 

calcul  de  r exponentielle  c  ^  ,  au  moyen  des  nombres  de  Cauchj. 
En  effet,  nous  avons 

-AiJp    I  .2.  3.  .  .  ./; 


rie\P  r*  "" 

(  j,n )i  =  y    — ^^ J       JL'-'  (x+  -Y  ix-—  -  )   du, 

'        '  ^-^p  \  .1.5.  .  .    p  In  Jo  \  ^l     \  •^/ 

o 

on  bien 


(A^0'—i:„....3....;.^--^- 


J^a  transcendante  de  Bessel  en  particulier  sera  donnée  par  l'équa- 

6.. 
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tion 

■— "p  I  .  J  .  J  .  .  .  .  /•■ 

Ces  formules  montrent,  qu'une  fois  construites   les  tables  des  nom- 
bres N,  le  calcul  des  transcendantes  n'est  pas  plus  difficile  que  celui 

qui  conduit  à   la  détermination  de  c^,  seulement  la  série    est  moins 
convergente. 

Théorkme  II.  —  La  transcendante  (y,  «),■  peut  se  calculer  au 
moyen  des  transcendantes  (/  —  i ,  «},-,  par  la  formule 

(/,  «\-  =(  j-î,  «  V_,  +  (/-,,  n)i^,. 

C'est  une  conséquence  du  théorème  IV  du  §  1. 

Théorème  III.  —  Si  i  change  de  signe,  (7,  m),  garde  la  même 
valeur  nume'ri(jue,  mais  il  change  de  signe  si  j  —  i  est  impair. 

Théoriîme  IV.  —  Si  n  change  de  signe,  (y,  m),  garde  la  même  valeur 
numérique,  mais  il  change  de  signe  si  j  —  /  est  impair. 

TnÉoiu-:.ME  V.  —  (y,  «),  reste  le  même  quand  i  et  n  changent  tous 
deux  de  signe. 

Ou  trouvera  sans  peine  les  dcmonsfralions  de  ces  théorèmes  à  l'aide 
des  propriétés  des  nombres  M . 

TiiKoniMi-:   \I.  —  On  a  entre  {\,n)i  et{o,n)i  la  relation 

Ou  |)ei't  déduire  celle  rclaliou  de  rintégralion  par  pailies  ap[)li(|uée 
duectement  à  i'écpiation  cpii  définit  la  transcendante;  maison  y  arrive 
plus  simplement  encore  au  moyen   des   propriétés  des   nombres   de 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  45 

(',<nicli\ .  On  a 

Or  (^théorème  VI,  §  1) 

N_/, i,p=  — j-j-l>-,-.o,p+i  ; 
donc 


'")'■  -  /^Y  2„..2.3..  „(„+.j^-'>''"'  ' 


ou  bien 


(•'")<•  =  7^;â(0'")'- 


TiiÉORKME  VII.  —  //  existe  entre  trois  transcendantes  cotisécutives , 
relativement  aux  valeurs  de  j,  la  relation 

(/+  i,n)i^j--  r/  +  I ,  n)i  -  |±i[(y»._,  -  (/,  n\^,\. 
En  effet,  nous  avons 


—  2-P..2.3.../J  ^^'W.p+r- 

0 

Or,  en  vertu  du  théorème  VI  du  §  1, 

N  —  —i —  N    ■  •        —     ^     N   •  • 
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on  liien 

(/  -f-  2,«\=   ^  (y  4-  ,,„),_  :i±l  [(/,»),_,  -  7,n),-,,], 


c.   n.    F.    n. 


Théorèmk  VIII.  —  l'fie  transcendante  de  Bessel  peut  se  calculer^ 
au  moyen  des  précédentes,  par  la  formule 

(o,«),-^,  =  7^(o,«),-  (o,70,_,. 


'ne\ 


l"' 


En  effet,  le  théorème  H  donne 

(!,//),■=:  (O, «),_,+  (0,/0,-H.,  ; 

d'antre  part,  le  théorème  VI  donne 

(•'").=  Ti>:(o,«),-; 

donc 

7^(0,  «),=  (o,7i),_,  +  (0,«)<V.  , 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Remarque .  —  Les  théorèmes  qui  précèdent  font  voir  que  le  calcul 
des  transcendantes  généralisées  se  ramène,  si  l'on  vent,  à  celui  des 
transcendantes  de  Bessel  ;  ils  fournissent  d'ailleurs  des  relations 
d'identité  précieuses  pour  vérifier  leur  exactitude. 

■^  III.  —  applications  des  nombres  de  Caiichr  et  des  transcerulantes 
de  Bessel  au  problème  de  Kepler. 

I.   Dans   une  Note  présentée  à   l'Académie  [*],   j'ai   montré  avec 

[*]   Comjjtii  nniliis  (II-  t'.lrdtlcniie  c/cs  Sciences,  I.  XXXVIII,  \i.  807. 
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<|iielle  élégîince  l'emploi  des  nombres  N  résolvait  le  problème  de 
Kepler;  je  vais  résumer  ici  ce  travail,  el  y  ajouter  les  perfectionne- 
ments qui  résultent  de  l'introduction  des  nouvelles  transcendantes. 

2.   Développement  de  l'aiioinalte  e.rcetitrùjite.  —  E'auomalie  excen- 
trique H  est  liée  à  l'ano^nalie  moyenne  T  par  l'équation  transcendante 

T  :=  H  —  esin  n. 

Il  s'agit  de  trouver  u  en  fonction  de  T. 

On  peut  développer  u  suivant  les  puissances  de  l'exponentielle  ima- 
ginaire f'^~' ;  posons 

;<-T=  Va^c-'IV". 

Cauchy  a  démontré  [*]  que  pour  obtenir  A,,  coefficient  de  c'^*~' , 
il  suffit  de  chercher  le  coefficient  de  j:'  =  c""^~'  dans  le  développe- 
liKMit  de  la  même  fonction  multipliée  par 


.oc^H)==[,_£(,,-^i)]jH), 


suivant  les  puissances  de  x.  Appliquons  ce  théorème,  facile  d'ailleurs 
à  démontrer,  nous  aurons 

A,  =  ^  £     x-'e%\un  ^i-'-[x  +  ^)J  c~-\~~-)du. 
En  dévelojjpant,  nous  trouvons 

[']   Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XII,  p.  85. 
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et  SI  nous  invoquons  les  théorèmes  Yl  et  VIU  du  §  I,  nous   obenons 

2/^—1 

OU  encore 

Le  terme  conjugué  du  développement  sera 

A-,-  =  -  -^L=  (o,  i)i  =  -  A,-, 


donc  la  réunion  de  ces  deux  termes  donnera  poiu-  terme  général  de 
«-T 

j(o,/),sin/T. 

Si  l'on  veut  se  dispenser  de  l'emploi  des  transcendantes  de  Bess(l,on 
iiilroduiia  leur  valeur,  et  le  terme  général  ou  même  développement 
deviendra 


X  (ify 


Clesl  sous  celte  forme  que  nous  l'avons  présenté  aiitrelois. 

5.     Développement    du  rnjon   vecteur.    —  Le    rayon    vecteur   est 
tlonné  par  la  fornuilc 


r  =  a  I  —  c  cos  u  , 


il  s'agit  de  trouver  sa  valeur  en  fonction  de  l'anomalie  moyenne  T. 
l'osons 

-* 
•il  viendra  en  vertu  du  théorème  de  Caiichv 
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et  en  développant 

B,-  =  (o,  /)/  —  e(  I,  ;■),•  +  ^  (2,  i)i. 

Si  maintenant  nous  invoquons  les  théorèmes  II  et  VI,  nous  ramène- 
rons tout  aux  transcendantes  deBessel,  et  il  viendra  simplement 

B/  =  —  ^  [(o,  0.-.  —  (o,  /),+.]• 

Le  terme  conjugué  B_j  est  égal  àBj,  en  réunissant  ces  deux  termes  nous 
avons  pour  le  terme  général  de  - 

—  y  [(o,  i)i_,  -  (o,  i)i^,]  cos  l'T. 

Si   l'on  veut  se  dispenser  de  l'emploi   des  transcendantes,   on    les 
remplacera  par  leur  valeur  en   fonction  des  nombres  de  Cauchy,   et 

l'on  obtiendra  pour  la  formule  du  terme  général  de  -  l'expression 


-  JcosiT2^^-^-|— ^[N.,.,..o.p  -  N_,_,.o,^], 

0 

ou  bien  encore 


o 

Quant  à  Bq,  on  le  déduit  directement  de  la  formide  primitive  qui 
donne  B,-  par  l'intégrale  définie,  et  l'on  trouve  sans  peine  qu'il  est 
égal  au  terme  indépendant  de  x  dans  le  développement  du  carré 

[-K-4)r. 

donc 

B„=.  +  |. 

Tome  VI  {i'  série),  —  Févuieu  iS6i.  7 
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i.  Développemetit  du  logarithme  népérien  du  rayon  vecteur.  —  Dé- 
signons par  Bî  le  coefficient  de  l'exponentielle 

lians  ce  développement,  nous  aurons 

B:=  -L    r%-Tv^/^^T; 

remplaçons-  par  sa  valeur  en  m;  intégrons  par  parties,  nous  aurons 

B,  =  —7=  —  /        c        ^      du  ; 

,y_,  2wJo  I  —  ecosK 

développons  ^  1  —  ccos;^)""',  il  viendra 

['-î(-i)r=i,©>-0' 

0 

puis  observons  que 


nous  aurons 


^.^-':à,i$i-hr<-ii{^*'ï'^"^""- 


A  l'aide  des  transcendantes  de  Bessel  généralisées,  cette  fornude  de- 
vient SMunlcniciil 


c     ^\        IC\J     r.     . 


'<  =  -.i2:,iy  [(/''V.-(/.').v.J; 
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de  là  nous  concluons 


I 

donc,  en  réunissant  les  deux  termes  conjugués,  nous  aurons  pour  le 
ternie  général  du  développement  de  l - 

o 

Si  l'on  veut  éviter  l'emploi  des  transcendantes,  on  substituera  leurs 
valeurs  et  le  ternie  général  prendra  la  forme 

Pour  trouver  B'(, ,  j'observe  qu'il  est  d'abord  donné  par  la  formule 
B    = —  I      /([  —  ecosu).dT. 

Prenons  u  pour  variable  indépendante,  et  développons  le  logarithme 
en  série  par  la  formule 

/(,-ecos«)=-2^.i(îy(x+iy, 

nous  obtiendrons 

I 
et  en  introduisant  les  nombres  de  Cauchy, 

B'.=-i,7(3)'K«-;''— ]■ 
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D.  Développement  de  r  équation  du  centre.  —La  recherche  du  terme 
«ïénéral  du  développement  de  Téquation  du  centre  est  un  problème 
re'^ardé  comme  difficile.  Bessel  et  Poisson  s'en  sont  occupés;  les  recher- 
ches de  Bessel  datent  de  1816,  celles  de  Poisson  se  trouvent  dans  les 
Jddilions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  1825  et  1826.  M.  Lefort 
a  résolu  complètement  le  problème  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du 
t.  XI  du  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Eiouville.  Toutefois  la  for- 
mule de  M.  Lefort  est  si  longue,  qu'il  paraît  impossible  d'eu  faire  usage; 
nous  allons  voir  que  l'inlrodiiction  des  nombres  N  et  des  transcen- 
dantes (/,  n)i  lui  donne  une  forme  extrêmement  simple. 

Désignons  par  w  l'anomalie  vraie,  l'équation  du  centre  sera  w  —  T; 
posons 

n.-T=|;^.Qc'^^, 
il  vient 

Intégrons  par  parties,  nous  trouverons  simplement 

C,=  ; —    /         c  div. 

/V  —  I    2  '^  J  0 

Introduisons  partout  1  anomalie  excentrique  n  au  moyen  de  la  formule 

cos  u  —  c 

cos  li'  = ; 

I  —  e  cos  « 

il  viendra,  en  posant  


et  iionunanl  j  un  nombre  entier, 
/ 


'^'-jhimr^-'^*^^^''^''"' 


ou  bien 


'-Ml;)'»/.'-).. 
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Le  terme  conjugué  est 

(loue  le  terme  général  de  l'équation  du  centre  qui  résulte  de  l'addition 
des  deux  termes  conjugués  sera 

2/ 


o 

expression  extrêmement  simple  si  on  la  compare  à  celle  que  M.  Lefort 
a  donnée  à  la  page  i5i  du  tome  XL 

Si  l'on  veut  éviter  l'emploi  des  transcendantes,  on  substitueia  leur 
valeur  en  fonction  des  nombres  de  Cauchy,  et  l'on  trouvera  la  for- 
mule à  somme  double 


2/„;.,;t^  V^    V    /^V       \ 


ie\P 


0         o 

6.  Développement  de  - —  Ce  développement  se  trouve  indiqué  à  la 

page  3o  du  Mémoire  de  M.  Hansen  sur  la  détermination  des  pertur- 
bations absolues  (traduction  de  M.   Mauvais);   on  l'effectue  encore 
avec  la  plus  grande  facilité  au  moyen   du  procédé   que  nous  avons 
employé  potn*  les  fonctions  précédentes. 
Posons 

—  30 

il  viendra 

D,  =  ^   r'(i-ecosM)-'c-'^v/~c^T. 


ou  bien 


^''=iX   ^^''c^^^"'^du; 


34 

JOUBNAI.  Di;  MATHÉMATIQUES 

donc 

D,-=(o,0,-, 

et  comme 

D_,=  (o,0,  =  D,, 

le  terme  général  du  développement  de  -  qui  résulte  de  la  somme  des 
deux  termes  conjugués 

sera 

a  cos/T.(o,  /),, 
ou  bien 

o 

Quant  au  terme  Dq,  on  trouve  qu'il  est  égal  à  l'unité.  Cela  résulte 
immédiatement  de  l'intégration  qui  en  (Jonne  la  valeur. 

7.  Nous  pourrions  multiplier  encore  les  applications  des  transcen- 
dantes de  Bessel  et  des  nombres  N;  mais  ce  que  nous  venons  d'exposer 
et  les  Notes  de  Cauchy  [Comptes  rendus  ck  l'Académie,  t.  XIII,  p.  682 
e(  8f)o  montrent  suffisamment  toute  leur  importance  en  mécanique 
céleste.  Nous  avons  pu,  à  l'aide  de  ces  quantités,  simplifier  notable- 
ment les  belles  méthodes  d'interpolation  de  Cauch}j  [Comptes  rendus 
de  l'y^cadémie,  t.  XX,  p.  769).  Noiisj  réservons  poyr  un  autre  Mémoire 
l'exposition  détaillée  de  cette  nouvelle  application. 
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NOUVEAU  THÉORÈME 

CONCERNANT  LRS  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME  8p4-  i  ; 
Par  m.  J.  LIOUVILLÈ. 


Étant  donné  un  nombre  premier  m  de  la  forme  8/a  +  i,  je  pose  de 
toutes  les  manières  possibles  l'équation 

X  et  j-  étant  des  entiers  impairs  et  jy,  (j  des  nombr.es  premiers  de  la 
forme  8v  +  3,  p  non  diviseur  de  x,  q  non  diviseur  de  j  :  j'admets 
pour  a  et  pour  |3  la  valeur  zéro.  On  demande  une  règle  facile  qui  dise 
à  priori  si  le  nombre  N  des  décompositions  de  m  sous  la  forme  indi- 
quée est  pair  ou  impair. 

La  réponse  que  nous  ferons  à  cette  question  est  entièrement  sem- 
blable à  celle  que  nous  avons  faite  (dans  le  cahier  Ae.  janvier)  à  l'occa- 
sion d'une  équation  bien  différente  pourtant  de  celle  qui  nous  occupe 
aujourd'hui  :   «  Formez  l'équation,  en  nombres  entiers, 

m  —  a^  -h  8b^, 

»   qui  a  toujours  lieu,  d'une  seule  manière,  pour  un  nombre  premier 
»   m  de  la  forme  Sp.  +  i  ;  N  sera  pair  si  b  est  pair,  mais  impair  si  /' 
»   est  impair.   " 
En  d'autres  termes,  on  a  toujours 

N^è     (mod.  2). 
Ainsi,  pour 

m  =  17  =  3^  +  8.1% 

on  a  b  =  j,  donc  N  impair,  et  en  effet  il  n'existe  qu'une  seule  décom- 
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position  du  genre  demandé,  celle  que  fournit  l'équation 

l-j  =  2.3.  1  -  +  I  I  .  i^. 
Au  contraire,  pour 

m  =  41  =  3"+  8.2-, 

on  a  b  =  2,   donc  N  pair;  et  cela  est  exact  encore   puisque  les  dé- 
compositions canoniques  sont  ici  au  nombre  de  deux ,  savoir 

41=2.11.1^+    IÇ)   i^ 

et 

41  =  2.19.1-  +  3. 1". 

Nous  nr  pousserons  pas  plus  loin  les  exemples. 
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NOUVELLE  THEORIE 

SES 

FOÎNCTIONS  DE   VARIABLES  IMAGINAIRES; 

Par  m.  Maximilien  MARIE, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


TROISIEME  PARTIE. 

DE    LA    MARCHE    DES    VALEURS    d'uNE    FONCTION    IMPLICITE 
DÉFINIE    PAR    UNE    ÉQUATION    ALGÉBRIQUE. 

(Suite.) 


CHAPITRE  VII. 
De  la  série  de  Taylor.  (Suite.) 


APPLICATIONS. 


107.   Soit  d'abord  l'équation 

^*  =  2  px  : 

Xo  =  «0  "*"  PoV~"  •  désignant  l'abscisse  du  point  de  départ,  et 
X,  =  a,  +  ^,\l—i  celle  d'un  point  de  la  région  de  convergence,  a, 
et  p,  devront  satisfaire  à  la  condition 

(a.-ao)=+(|3,-|3o)=<a^  +  |3^, 
ou 

aj—  2aoa,+  /3î— 2/3,/3o<o; 

pour  que  le  point  mobile  puisse  passer  sur  la  conjuguée  dangereuse 

Tome  VI  (  3"=  série).  —  Février  1 86  i  .  8 
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C  =  3=  ,  il  faudra  donc  que  l'on  puisse  trouver  des  valeurs  négatives 
de  a,  telles  que 

a}  —  l'-J.'J.Q  <  o, 

c'est-à-dire  qu'il  faudra  que  Ug  soit  lui-même  négatif. 

Supposons  d'abord  «„  positif  :  le  point  mobile  n'ayant  pu  passer 
sur  la  conjuguée  C  =  co  ,  la  caractéristique  du  point  final  aura  le  signe 
de  celle  du  point  initial  ;  et  comme  les  caractéristiques  de  deux  points 
ayant  même  abscisse  sont  toujours  de  signes  contraires,  il  n'y  aura 
aucim  doute  sur  la  valeur  de  j,  qui  se  sera  développée  suivant  la  série. 

Supposons  maintenant  a^  négatif:  le  point  mobile  ne  pourra  pas 
dans  ce  cas  passer  sur  la  courbe  réelle,  car  il  n'existera  pas  de  valeurs 
|>osilives  de  a  satisfaisant  à  l'inégalité 

cr  —  2  a^  a  <  o  ; 

,3'  ne  pouri-a  donc  pas  changer  de  signe;  et  si  jv  en  a  changé,  dans  le 
passage  de  Xo  à  Xf,  le  point  [jr,  >]  aura  certainement  traversé  la  con- 
juguée dangereuse,  tandis  que  dans  le  cas  contraire  il  ne  l'aura  pas 
traversée,  on  l'aura  traversée  un  nombre  pair  de  fois,  ce  qui  revient 
au  même. 

La  caiaciérislique  du  point  final  aura  donc,  ou  non,  le  signe  de  la 
caractéristique  du  point  initial,  suivant  que  /B^  et  fi,  seront  de  même 
siciie  ou  de  signes  contraires. 

On  construirait  très-aisément,  si  on  je  voulait,  la  limite  de  la  région 
de  convergence  :  cette  courbe  passerait,  dans  tous  les  cas,  par  le  point 
dangereux,  et  y  toucherait  la  courbe  réelle  et  la  conjuguée  C  =oo  ;  elle 
n'aurait  d'ailleurs  que  ce  point  commun,  soit  avec  la  courbe  réelle, 
soit  avec  la  conjuguée  C  =  oo  ,  suivant  que  a^  serait  négatif  ou  positif. 
i);nis  le  premier  cas,  les  deux  points  d'une  même  conjuguée,  situés  sur 
la  limite  de  la  région  de  convergence,  ap|Kntiendraient  toujours  à  des 
branches  inléiieines  on  supérieures,  suivant  que  le  point  de  déjjart 
[  j:„,  Yg]  serait  lui-même  sur  une  branche  infériecnv  ou  sur  une  braiicUe 
supérieinc;  dans  le  second,  les  points  de  la  limite,  pour  lesquels  |3  serait 
de  même  signe  que  ,'3„,  appartiendraient  à  des  branches  de  même  nature 
que  celle  où  se  trouvait  le  point  de  départ",  et  les  autres  à  des  branches 
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de  naliue  contraire.  Dans  te  dernier  cas,  la   région  de  convergence 
serait  repliée  sur  elle-même. 

108.   Soit  maintenant  l'équation 

fi"  f  +  b""  x^  =  an- : 

ce  sera  le  sommet  de  droite  A,  ou  le  sommet  de  gauche  A',  qui  limi- 
tera la  région  de  convergence,  suivant  que 

c'est-à-dire  suivant  que  a^  sera  positif  ou  négatif. 

Il  est  facile  d'interpréter  ce  résultat  : 

La  partie  réelle  de  l'abscisse  d'un  point  du  lieu  ne  passe  par  zéro 
que  lorsque  le  point  lui-même  passe  sur  la  conjuguée  C  =  o,  c'est-à- 
dire  sur  l'hyperbole  qui  touche  l'ellipse  en  ses  sommets  B  et  B'  placés 
sur  l'axe  des  j".  Du  reste,  il  est  évident  que  la  partie  imaginaire  de  a- 
est  positive  ou  négative  suivant  que  le  point  appartient  à  une  branche 
d'hyperbole  tangente  à  l'ellipse  en  un  point  de  l'arc  BAB'  ou  en  un 
point  de  l'arc  BA'B'. 

On  voit  donc  que  le  point  dangereux  qui  limite  la  région  de  con- 
vergence est  toujours  le  sommet  le  plus  proche  du  point  où  la  bran- 
che de  conjuguée,  qui  contient  le  point  de  départ,  touche  l'ellipse. 

Supposons  c/.Q  positif;  le  point  [j:,J^]  pourra  ou  non  passer  sur  la 
conjuguée  dangereuse  G  =  co,  sans  sortir  de  la  région  de  convergence, 
suivant  qu'on  pourra  ou  non  satisfaire  à  la  condition 

par  des  valeurs  positives  de  a  plus  grandes  que  a. 

Cette  condition  se  réduit  à  a^  >  rt  ;  si  donc  a^  est  moindre  que  11, 
le  point  \_x,  r]  ne  pouvant,  sans  sortir  de  la  région  de  convergence, 
passer  sur  la  conjuguée  G  =  ce  ,  la  caractéristique  du  point  final  aura 
le  signe  de  la  caractéristique  du  point  initial  ou  un  signe  contraire, 
suivant  que,  dans  l'intervalle,  le  point  mobile  n'aura  pas  ou  aura  tra- 
versé la  conjuguée  G  =  o,  c'est-à-dire  suivant  que  a,  et  «„  seront  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires.  Gomme  du  reste  les  caractéristi- 

8.. 
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ques  de  deux  points  ayant  rrrême  abscisse  sont  toujours  de  signes  con- 
traires, il  ne  restera  aucun  doute  sur  celle  des  valeurs  de  r  qui  se  sera 
développée  par  la  série  de  Taylor. 

Si  la  valeur  finale  de  x  était  réelle  et  moindre  que  a,  les  valeurs 
finales  dej  seraient  aussi  réelles,  mais  le  point  d'arrivée  serait  évidem- 
ment sur  la  branche  d'ellipse  qui  contiendrait  le  point  de  contact  de 
la  branche  d'hyperbole  où  se  trouvait  le  point  de  départ. 

Supposons  maintenant  «„>  a:  pour  que  le  point  mobile  [jc,  j]  put 
passer  sur  la  courbe  réelle,  il  faudrait  qu'on  pût  satisfaire  à  la  con- 
dition 

au  moyen  de  valeurs  de  a  comprises  entre  —  fi  et  -+-  fi;  or  cette  con- 
dition se  réduit  à 

(a  —  fi)(a  -+-  fi  —  2«o)  <  o, 

elle  ne  peut  donc  être  satisfaite  ;  ainsi  la  limite  de  la  région  de  con- 
vergence touchera  seulement  la  courbe  réelle  au  sommet  A. 

Dans  ce  cas  de  «„  <  a,  la  caractéristique  pom-ra  changer  de  signe 
en  passant  par  oo  ou  par  o,  car  le  point  [^,7]  pourra  traverser  la 
conjuguée  C  =  o  s'il  existe  pour  /3  des  valeurs  satisfaisant  à  la  con- 
dition 

«^  +  (P-/5or<(«o-«/+/5i, 

ou 

Il  n'y  a  à  cette  condition  aucun  empêchement  général;  par  consé- 
quent, suivant  que  a,  (i,  et  c/.o^o  seront  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  les  caractéristiques  des  deux  points  extrêmes  seront  aussi  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires. 

lOÎ).  J'ai  voulu,  dans  ce  qui  précède,  pour  plus  de  précision, 
déterminer  le  signe  delà  caractéristique  du  point  d'arrivée;  mais  il 
est  évident  que  la  question  ne  l'exigeait  pas,  car  deux  points  qui  ont 
même  abscisse,  étant  toujours  séparés  par  la  conjuguée  dangereuse,  il 
suffisait  pour  choisir  la  valeur  finale  de^  do  savoir  si  le  point  mobile. 
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pendant  son  mouvement,  avait  ou  non  traversé  cette  conjuguée  dan- 
gereuse. 

J'abrégerai  dans  les  exemples  suivants. 

L'équation 

rt' j* -i-  b^x^  =  —a' b^ 

se  discutera  comme  la  précédente  ;  cependant  elle  offrira  quelques 
particularités  nouvelles,  parce  que  l'enveloppe  des  conjuguées  ne  sera 
plus  réelle. 

La  région  de  convergence  sera  limitée  au  sommet  de  droite  A,  ou  au 
sommet  de  gauche  A'  de  l'enveloppe,  selon  que 

a2  +  (po-«r^«u^-(/3o+«)^ 

ou  que  Po  sera  positif  ou  négatif. 

Or  la  partie  imaginaire  de  l'abscisse  d'un  point  du  lieu  ne  passe 
par  zéro  que  lorsque  le  point  lui-même  passe  sur  la  conjuguée  C  =  ce 
qui  touche  l'enveloppe  en  ses  sommets  placés  sur  l'axe  des  j'  :  on 
conclut  de  là,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  le  point  dangereux 
qui  limite  la  région  de  convergence  est  toujours  le  sommet  le  plus 
proche  du  point  où  la  branche,  qui  contient  le  point  de  départ,  touche 
l'enveloppe. 

Supposons  po  positif:  le  point  [x,/]  pourra  ou  non  passer  sur  la 
conjuguée  dangereuse  G  =  o,  suivant  qu'on  pourra  ou  non  trouver 
pour  p  des  valeurs  positives  et  plus  grandes  que  a,  qui  satisfassent  à 
la  condition 

«^  +  (/3-Po)*<«o'+(/3o-«)'- 
Cette  condition  se  réduit  à 

(p_aj(|5  +  «-2|3J<o; 

le  point  mobile  pourra  donc  ou  non  passer  sur  la  conjuguée  dange- 
reuse, suivant  que  p^  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  a. 

Au  reste,  on  verrait,  comme  précédemment,  que  lorsque  le  point 
[j^jj']  peut  passer  sur  la  conjuguée  dangereuse  C  =  o,  il  ne  peut  par- 
venir à  l'enveloppe  et  réciproquement,   puisque  la  condition  est  la 
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même  dans  les  deux  cas, 

{|3-a)(/3  +  rt  -  2/5o)<o, 

mais  avec  les  hypothèses  contraires  j3  <  rt  et  /5  >  rt.  D'un  autre  côté 
le  point  [x,  r]  pourra  ou  non  passer  sur  la  conjuguée  C  =  co  ,  suivant 
qu'on  pourra  ou  non  trouver  pour  a  des  valeurs  satisfaisant  à  la  con- 
dition 

ou 

a?  —  iv.a^  <.  a"  —  la^^. 

Cela  posé  : 

Si  /3o  est  plus  grand  que  a,  le  point  \x,y\  pourra  passer  sur  la 
conjuguée  dangereuse  C  =  o,  et  il  y  aura  ou  non  passé,  suivant  que 
7.  et  a  seront  de  signes  contraires  ou  de  même  signe;  de  même,  il 
aura  ou  non  traversé  la  conjuguée  C  ==  oo  ,  suivant  que  /S^  et  j3,  seront 
de  sif^nes  contraires  ou  de  même  signe;  la  caractéristique  du  point 
final  sera  donc  de  même  signe  que  celle  du  point  iniàal,  ou  aura  un 
signe  contraire,  suivant  que 

sera  positif  ou  négatif. 

Si,  au  contraire,  /S^  est  moindre  que  a,  suivant  que  /3,  et  jS^  seront 
de  signes  contraires  ou  de  même  signe,  le  point  [x,  >  ]  aura  ou  non 
traversé  la  conjuguée  C  =  oo,  de  sorte  que  les  caractéristiques  du  point 
initial  et  du  point  final  seront  alors  de  signes  contraires  ou  de  même 
signe;  tandis  que,  suivant  que  a,  et  (Xq  seront  de  signes  contraires  ou 
de  même  signe,  le  point  mobile  ayant  ou  non  passé  sur  l'enveloppe, 
le  point  final  et  le  point  initial  seront,  sur  leurs  conjuguées  respectives, 
de  côtés  opposés  ou  du  même  côté  par  ra|)i)ort  aux  points  où  ces  con- 
juguées touchent  l'enveloppe,  sans  qu'il  eu  puisse  d'ailleurs  résulter 
de   changement  de  signe  dans  la   caractéristique  :  ce  serait  la   partie 

imaginaire  de  y-  qui  changerait  de  signe  avec  a,  de  sorte  qu'on  eût  pu 

proposer  de  reconnaître,  parmi  les  deux  valeurs  finales  de  j^  celle  qui 
se  serait  développée  par  la  série  de  Taylor,  au  signe  de  la  partie  ima- 
ginaire de  la  valeur  qu'elle  devait  faire  prendre  à  ^- 
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110.   Prenons  encore  l'équation 

La  région  de  convergence  sera  bornée  au  sommet  de  droite  ou  au  som- 
met de  gauche,  suivant  que 

c'est-à-dire  suivant  que  a^  sera  positif  ou  négatiL 

Or,  quand  on  suit  une  même  conjuguée  en  allant  de  tiroite  a  gau- 
che, a  est  d'abord  positif  aux  environs  du  point  de  contact  de  la  con- 
juguée avec  la  branche  droite  de  l'hyperbole;  il  est  négatif  aux  envi- 
rons du  point  de  contact  de  gauche,  et  il  s'annule  aux  extrémités  du 
diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  les  deux  points  de  contact. 

Sur  quelque  conjuguée  cjue  se  trouve  le  point  initial,  le  sommet  où 
se  trouve  bornée  la  région  de  convergence  est  donc  toujours  celui  qui 
appartient  à  la  branche  de  l'hyperbole  réelle  qui  passe  par  l'extré- 
mité du  qua^drant  (oblique)  de  conjuguée  sur  lequel  se  trouve  le 
point  initial. 

111.  S'il  s'agissait  de  l'équation 

les  points  dangereux  seraient  les  sommets  de   l'enveloppe  imaginaire 
des  conjuguées. 

La  région  de  convergence  serait  limitée  au  sommet  de  droite  ou  au 
sommet  de  gauche  suivant  que 

«o+(|5o-  af  <ag  +  (/B„  +  rt)S 

ou  que  /Bq  serait  positif  ou  négatif. 

Cette  condition  s'interpiéterait  comme  dans  le  cas  précédent. 

On  achèverait  dans  ces  deux  derniers  exemples  la  détermination  de 
la  valeur  finale  (Se  J  comme  dans  les  deux  précédents. 

112.  L'équation 

j''  =  (rt-+- .r)'", 
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qu'on  ramène  par  une  transformation  de  variables  à 

OÙ  l'on  peut  supposer  que  a- parte  de  o,  est,  je  crois,  la  seule  qu'on  ait 
jusqu'ici  discutée  au  point  de  vue  qui  nous  occupe. 

Le  point  dangereux  est  x  =  —  i ,  J  =  o,  de  sorte  que  la  seule  conju- 
guée dangereuse  est  la  conjuguée  C  =  co  :  les  branches  de  cette  conju- 
guée sont  représentées,  du  côté  des  x  plus  grands  que  —  i  par  les 
équations 

f  =  P"  (^cos— +  v'->sin— j 

et  du  côté  des  x  moindres  que  —  i  par 

^  /         (2/^  +  1)77  .     {iA  +  i)tz\ 

j  =  p"  (^cos^     ^        +V-1  sin^ ^j, 

où  p  désigne  i  -l-  a:  ou   —  [i  -h  x)  et  où  p"  n'a  qu'une  valeur  posi- 
tive. 

La  théorie  indique  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  de  dé- 
part [Xg.  ^0],  la  région  de  convergence  ne  pourra  jamais  couper 
qu'une  seule  des  branches  de  la  conjuguée  dangereuse;  d'un  autre 
côté,  tous  les  points  correspondants  à  une  même  abscisse  seront  tou- 
jours séparés  les  uns  des  autres  par  une  au  moins  de  ces  branches  ; 
par  conséquent,  si  l'on  savait  quelle  est  la  branche  que  peut  couper 
la  limite  de  la  région  de  convergence,  on  saurait  par  là  même 
dans  quelle  case  se  trouvera  le  point  d'arrivée  :  il  appartiendrait  à  la 
case  qui  contenait  le  point  de  départ,  ou  à  la  case  voisine,  entamée 
par  la  région  de  convergence,  suivant  que  /Sq  ^^  Pi  seraient  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires. 

Or,  en  supposant  à  Xq  une  valeur  réelle  o,  et  se  donnant  on  outre 
la  valeur  initiale  de  j",  on  se  donne  par  là  même  la  branche  de  la  con- 
juguée C=  00  qui  traverse  la  région  de  convergence  :  la  question  est 
donc  résolue  d'avance,  il  ne  reste  qu'à  en  donner  la  réponse  en  for- 
niiili'. 
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Pour  cela  posons 

I  +  a-  =  js  {cos(f  -+-  \—  I  sin<p), 
ç  devant  partir  de  o  en  même  temps  que  x;  il  en  résultera 

2  /  TT  -f-  ra  m  / .        2  /  TT  -H  / 


J  =  p"    ^^COS 

S'il  ne  s'agissait  pas  de  retrouver  dans  cette  formule  la  valeur  de  j' 
qui  se  développe  par  la  série  de  Maclaurin,  on  pourrait  y  donner  à  (f 
el  k  p  toutes  les  valeurs  imaginables. 

Mais  en  premier  lieu,  pour  que  la  série  soit  convergente,  il  faudra 
que  p  reste  compris  entre  o  et  2,  et  d'un  autre  côté,  la  discussion  pré- 
cédente prouve  qu'en  raison  de  cette  condition  la  valeur  de  la  série 
reproduira  bien  de  temps  à  autre  la  valeur  de 

p     (cos^+V-'sm^-), 


dans  laquelle  k  correspondrait  à  jo  'nais  ne  se  rencontrera  jamais 
même  avec  les  valeurs  voisines  algébriquement 

pn^cos'- _^  +  v'-ism^ ^j: 

cela  signifie  évidemment  que,  pour  que  la  formule 

cos 4-  V—  '  sin 


reproduise  perpétuellement  la  valeur  de  la  série,  il  faudra  que/nç  reste 
toujours  compris  entre  +  ::  et  —  tt,  c'est-à-dire  que  si  o:  =  a  +  /3  \/—  i 
est  la  valeurflnale  qu'on  veut  attribuer  à  a:  et  qui  devra  être  telle,  que 
a^  +  |3^<;  i,pour  mettre  d'accord  les  deux  formules,  il  faudra  tou- 
jours, après  avoir  tiré  f  des  équations 

p 
sin  CD  =    ,  =  5 

^      v'(i+«)'  +  P' 

Tome  VI  {2*  série).  —  Mars  i86i. 
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réduire  mç;,  par  l'addition  ou  la  soustraclion  d'un  nombre  convenable 

de  circonférences,  à  rentrer  dans  les  limites 

—  ;r  <  w  ç  <  +  7r. 
115.   L'équation 

j  =  L(r  -+-  or) 

donne  lieu  à  une  discussion  analogue  :  le  point  dangereux  a  encore 
pour  abscisse  j:  =  o,  de  sorte  que  la  conjuguée  dangereuse  est  tou- 
jours la  conjuguée  C  =  oo  dont  les  branches  sont  représentées,  du 
côté  des  X  plus  grands  que  —  i  par  les  équations 

y  =  L(i  +  j:)  +  2A";:  V  —  i> 
et  du  côté  des  j:  moindres  que  —  i  par 

y  =  L(  —  I  —  x)  +  (aA-+  1)7:  y/—  '• 

Quel  que  soit  le  point  de  départ  JjTo,  jv,],  la  région  de  convergence  ne 
|)ourra  jamais  couper  qu'une  seule  branche  de  la  conjuguée  dange- 
reuse; d'un  autre  côté,  si  Xo  :=  o  et  y^  =  2  Aq  tt  y' —  i ,  c'est  la  branche 

j  =  L(i  +  jc)  -h  -ikon  \  —  1 

qui  traversera  la  région  de  convergence  :  on  sait  donc  d'avance  que  le 
point  [x,,  y,]  dont  l'ordonnée  serait  fournie  parla  série  de  Maclaurin, 
supposée  convergente,  sera  compris  entre  les  branches 

j  =  L(i  4-  X]  +  aA-oT:  y—  i 
d'une  pari,  et 

j=  L(i  -f- x)  +  [iko  ±:  a)7r  \J—  1 

de  l'autre.  Ce  qui  fournit  la  solution  géométrique  de  la  question. 
Pour  en  avoir  la  solution  algébrique,  posons 

1  +  X  =  /s(cos(p  +  v'—  isinip), 
d  ou 
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il  est  clair  que,  pour  que  cette  formule  reste  constamment  d'accord 
avec  la  série,  il  faudra  que  (p  lui-même  reste  compris  entre 

[ik„-hi)n     et     {2fc„  —  i)n, 

puisque  sans  cela,  (p,  variant  d'une  manière  continue  de  sa  valeur  ini- 
tiale aÂ^oTràsa  valeur  finale,  aurait  pris  momentanément  l'une  des 
valeurs 

ce  qui  eût  amené  le  point  [x,  y]  sur  l'une  des  branches 

^  =  L( _  ,  _ x)  +  (2A„  +  i)n  V^^^ 

que  la  région  de  convergence  ne  peut  pas  atteindre. 

Le   même    procédé  de  démonstration   s'étendrait  sans   peine    aux 
fonctions 


y  =  \   dx   ,  '  > 


et  en  général  à  toutes  les  intégrales  périodiques. 

114.  Dans  les  exemples  précédents,  la  région  de  convergence  de  la 
série  était  toujours  limitée  à  celui  des  points  dangereux  dont  l'abscisse, 
retranchée  de  celle  du  point  de  départ,  fournissait  la  différence  de  plus 
petit  module  :  il  n'en  sera  plus  de  même  dans  les  exemples  qui  vont 
suivre  et  qui  par  suite  présenteront  un  intérêt  nouveau. 

Soit  d'abord  l'équation 

J^  —  a^  J  +  ci^JL'  =  o, 

que  nous  avons  déjà  étudiée  dans  le  chapitre  VL 
I^es  points  dangereux  sont  (  fi(/.  7) 

L;""^      et     L'"^"^' 

a  I  " 
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les  carrés  des  modules  des  différences  des  abscisses  des  deux  points 

Fie.  7. 


dangereux  retranchées  successivement  de  celle  d'un  point  quelconque 
du  lieu, 

sont 

<lont  l'égalité  n'exige  que  l'annulation  de  a. 

il  semblerait  donc  que  la  région  de  convergence  de  la  série  dût  pas- 
ser à  la  fois  aux  deux  points  dangereux  dès  que  l'abscisse  du  point  do 
départ  serait  dépourvue  de  partie  réelle  ;  et  que,  par  les  mêmes  motifs, 
la  région  de  convergence  fût  limitée  au  point  L  si  a„  était  positif  et  au 
point  L'  dans  le  cas  contraire. 

Mais  ces  conclusions  sont  le  plus  souvent  démenties  par,  les  faits, 
car  pour  aller  du  point  de  départ  à  celui  des  deux  points  dangereux 
dont  la  distance  nïodulaire  serait  la  plus  petite,  il  faut  quelquefois  ou 
passer  d'abord  par  l'autre  point  dangereux,  ou  aller  prendre  passage, 
plus  loin  encore,  sur  la  branche  de  conjuguée  qui  contient  cet  autre 
point. 

C'est  «ju'en  effet  la  formule  que  l'on  possèvle  de  la  condition  de  con- 
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vergence,  ne  contenant  que  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  la  va- 
riable indépendante,  à  ses  deux  limites,  tandis  qu'elle  devrait  au  moins 
contenir  les  parties  qui  composent  la  valeur  initiale  de  la  fonction, 
il  serait  imprudent  de  s'abandonner  complètement  aux  indications 
qu'elle  peut  fournir  ;  il  faut  l'appliquer  seulement  de  proche  en  proche, 
avec  précautions,  et  encore  doit-on  rejeter  les  conclusions  où  elle  mè- 
nerait lorsque  ces  conclusions  sont  en  contradiction  évidente  avec  les 
faits. 

Dans  l'exemple  qui  nous  occupe,  a  peut  s'annuler  dans  des  cir- 
constances toutes  différentes  et  où  les  conclusions  à  tirer  ne  sont  en 
rien  semblables. 

a  s'annule  d'abord  lorsque  le  point  [j?,^]  passe  sur  l'enveloppe 
imaginaire  :  dans  ce  cas  on  conçoit  aisément  que  la  région  de  conver- 
gence s'étende  également  jusqu'aux  deux  points  dangereux  ;  car,  en 
vertu  de  l'inégalité 

elle  comprendra  nécessairement  l'origine  :  or  si  le  point  [jt,  7  ]  peut 
se  rendre  du  point  de  départ  [jSo,  /S'^  ]  à  l'origine,  il  aura  ensuite  le 
même  chemin  à  faire  pour  aller  soit  à  l'un,  soit  à  l'autre  des  deux 
points  dangereux. 

Mais  chacune  des  conjuguées  dont  la  caractéristique  surpasse  —  - 

contient  aussi  deux  points  dont  les  abscisses  manquent  de  partie 
réelle.  Ces  conjuguées  touchent  la  courbe  réelle  sur  les  arcs  AM 
et  A'N;  or  il  sera  facile  d'établir,  ce  qui  d'ailleurs  est  pour  ainsi  dire 
évident,  que  si  le  point  de  départ  appartient,  par  exemple,  à  une 
branche  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  AM,  soit 
que  la  partie  réelle  de  l'abscisse  de  ce  point  de  départ  soit  d'ailleurs 
positive,  nulle,  ou  négative,  ce  sera  toujours  le  point  L  qui  limitera 
la  région  de  convergence,  tandis  que  le  point  L'  en  sera  séparé  par 
un  intervalle  plus  ou  moins  considérable. 

Nous  remarquerons  encore,  avant  d'entrer  dans  les  détails,  que  si 
le  point  de  drpart  appartient  à  une  conjuguée  tangente  à  l'enveloppe 
imaginaire,  la  partie  imaginaire  de  son  abscisse  sera  positive  ou  néga- 
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tive  selon  que  le  poiut  de  contact,  avec  l'enveloppe,  de  la  denii-coniii- 
guée  où  se  trouvera  ce  point  de  départ,  appartiendra  à  la  branche  OTS 
ou  à  la  branche  OM';  et  que  si  ce  contact  a  lieu,  par  exemple,  sur  ON', 
la  partie  réelle  de  l'abscisse  du  point  de  départ  sera  positive  ou  néga- 
tive, selon  que  la  branche  qui  contiendra  le  point  de  départ  s'éloignera 
(lu  point  de  contact  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche. 

Cela  posé,  prenons  d'abord  pour  point  de  départ  un  point  d'une 
demi-conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  LM  : 
pour  parvenir  au  point  L',  il  faudrait  que  le  point  [x,/]  passât  d'a- 
bord sur  la  demi-conjuguée  qui  touche  la  courbe  réelle  en  L  :  mais 
si  l'on  compare  les  carrés  des  modules  des  différences  des  abscisses  du 
point  L  et  d'un  point  de  la  conjuguée  qui  y  passe,  retranchées  succes- 
sivement de  l'abscisse  du  point  de  départ,  on  voit  que  de  ces  deux  carrés 

le    premier  est  inlérieur  au  second,  des  que  «„  n  atteuit  pas  —7=» 

puisque  h  est  supposé  positif. 

Ainsi,  il  ne  serait  pas  même  nécessaire  que  a^  fût  négatif;  il  suffirait 

(pi  il  fût  moindre  que    --_^  pour  que  le  point  [.»',j],  bien  loin  de  pou- 
3  \/3 

voir  atteindre  au  point  L',  ne  put  même  pas  passer  siu'  la  conjuguée 
(pii  touche  la  courbe  réelle  au  point  dangereux  L. 

Tant  donc  que  la  demi-conjuguée  passant  par  le  point  de  départ  tou- 
chera la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  LM,  la  région  de  conver- 

gcnce  sera  lunitee  au  point  L  :  si  «„  est  moindre  que  — ;=,  le  point 

[jT,  )  ]   ne  |i(inira  p:is  passer  siu'  la  conjuguée  qui  touche   la  courbe 

réelle  en  I,,  laiidiN  (iiie  si  a,,  suri)asse  — ;=,  le  point  \x.  r\  au  contraire 
1  1  3y/3'       '  1     '  /  I 

lu-  pourra  pas  passer  sur  la  coiube  réelle. 

Dans  le  |iremier  cas,  le  point  d'arrivée  appartiendra  encore  à  une 
(liiiii-conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  LM; 
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et  les  deux  points  de  départ  et  d'arrivée  seront  sur  leurs  conjuguées 
respectives  placés,  par  rapport  aux  points  de  contacts  de  ces  conju- 
guées avec  la  courbe  réelle,  du  même  côté,  ou  de  côtés  opposés,  sui- 
vant que  /3,  Po  sera  positif  ou  négatif,  parce  que  si  /3  a  passé  par  zéro 
dans  l'intervalle,  à  ce  moment  le  point  [,r,  ;  ]  aura  changé  de  branche 
stu-la  conjuguée  qui  le  contenait. 

Dans  le  second  cas,  où  a.o  surpasserait  — -=,  le  point  \jc,  ri  ne  pourra 
'  "I  3  s/3  L      .    j        I 

pas  atteindre  la  courbe  réelle,  mais  il  poinra  traverser  la  demi-couju- 
guée  qui  passe  au  point  L,  sur  sa  branche  supérieure  ou  sa  branche 
Miférieure,  suivant  que  [ig  sera  positif  ou  négatif;  et  il  l'aura  traversée 
eu  effet  si  fi,  j3o  est  négatif,  tandis  que  si  au  contraire  fi,  /3„  est  positif, 
le  point  de  contact,  avec  la  courbe  réelle  de  la  branche  de  conjuguée  à 
laquelle  appartiendra  le  point  d'arrivée,  sera  resté  sur  l'arc  ML. 

Lorsque  le  point  [.r ,  j]  aura  traversé  la  conjuguée  C  =  00  ,  le  point 
de  contact  avec  la  courbe  réelle  de  la  branche  de  conjuguée  à  laquelle 
appartiendra  le  point  d'arrivée,  sera  sur  l'arc  LO,  ou  bien  cette  branche 
de  conjuguée  ne  touchera  plus  la  courbe  réelle. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  le  point  [j^,J']  aurait  traversé  la 
conjuguée  C  =  i,  en  un  point  de  la  branche  TOV,  sur  l'arc  OT,  si  fig 
était  positif,  et  sur  OV  dans  le  cas  contraire. 

La  conjuguée  C=  i  est  fournie  par  les  équations 


et 


d'où  l'on  tiré 


a"  —  3  a'  /3'  —  rt^  a'  +  a*  a  =  o 


3«=v'3       v/3," 


le  signe  +  convenant  à  l'arc  ROT  et  le  signe  —  à  SOV,  car  sur  OT,  a 
et  fi  sont  positifs,  sur  OV,  a  est  positif  et  /5  négatif,  sur  OS,  a  est  néga- 
tif et  fi  positif,  enfin  sur  OR,  a  et  /3  sont  négatifs. 

Comme  aucune  des  conjuguées  circonscrites  à  l'enveloppe   imagi- 
naire, excepté  la  conjuguée  C  =  1 ,  ne  coupe  l'axe  des  .r,  car  les  équa- 
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tions 

a"  —  Sa'jS^C  —  a?  a!  +  «"a  =  o, 
3a'=/5C-/3-''C^  -a^/3C-f  rt'/3  =  o, 
a'  +  /BC  =  o, 
donnent 

Il  en  résulte  que  les  deux  arcs  OS  et  OT  sont  les  limites  respectives 
des  branches  de  gauche  et  de  droite  d'une  conjuguée  tangente  à  l'en- 
veloppe imaginaire  en  un  point  situé  sur  ON',  à  une  distance  infiniment 
petite  du  point  O;  et  que  de  même  OV  et  OR  sont  les  limites  des  bran- 
ches de  droite  et  de  gauche  d'une  conjuguée  tangente  à  l'enveloppe 
imaginaire  en  un  point  situé  sur  OM'  à  une  distance  infiniment  petite 
du  point  O. 

On  conclut  de  là  et  de  ce  que,  dans  l'hypothèse  où  nous  raisonnons, 

«0  >  — -p-1  le  point  [.r,  r]  ne  pouvant  passer  sur  la  courbe  réelle,  ne 

3  V  3 

peut  non  plus  changer  de  branche  sur  la  conjuguée  où  il  se  trouve  : 
que  si  le  point  de  départ  appartient  à  une  branche  supérieure  le  point 
mobile  ne  pourra  traverser  la  conjuguée  G  =  i  qu'en  un  point  de  OT, 
ce  qu'on  reconnaîtra  à  l'inégalité 


V  3«'v^       4'^]\  Srt'v'S       \/3 

auquel  cas  le  point  d'arrivée  appartiendra  à  une  conjuguée  tangente  à 
renvclo|)pe  imaginaire  en  un  point  de  ON';  et  qu  au  contraire,  si  le 
point  de  départ  appartient  à  une  branche  inférieure,  le  point  [^,^]  ne 
pourra  traverser  la  conjuguée  C  =  i  qu'en  un  point  de  0^  ,  ce  qu'on 
reconnaîtra  à  l'inégalité 

V  3«V3       \/3y  V  3«'v^       y/S/ 

auquel  cas  le  point  d'arrivée  appartiendra  à  une  branche  de  conju- 
guée tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  en  un  point  de  OM'. 
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Au  reste  la  condition  de  convergence 


(«_.^„)^+(,S_|S„?<(ao-^)    +/3S 


se  réduisant  a 


a2  +  03-/3<,)^<(a„-^y+^^ 

pour  lui  point  de  l'enveloppe  imaginaire,  cette  inégalité  ne  pourra  pas 
être  satisfaite,  dans  le  cas  où  nous  sommes,  puisque  «o  étant  plus  grand 

que  ^-^»  al  sera  déjà  plus  grand  que  |  «o ^  )    et  que  d'un  autre 

côté  le  point  [.r,  y]  ayant  traversé  la  conjuguée  C  =  co  ,  p  et  po  seraient 
désignes  contraires,  ce  qui  rendrait  (^  —  ^oY  p'i^'s  grand  aussi que/Sp 

Ainsi  tant  que  le  point  de  départ  appartiendra  à  une  branche  de 
conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  ML,  le  point 
[jT,  J-]  ne  pourra  pas  atteindie  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées. 

Supposons  maintenant  que  le  point  de  départ  appartienne  à  une 
branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de 
l'arc  LO. 

La  condition  de  convergence 


se  réduisant  a 


[' 


if^-hY<{c.-f^y*pi 


in 
3v/3;  V  3v/3  ' 


lorsqu'on  y  fait /5  =  o,  on  voit  ((ue  le  point  [x,  j]  pourra  passer  sui 
la  conjuguée  C  =  oo  ,  qui  a  son  contact  en  L,sans  pouvoir  atteindre  la 
courbe  réelle,  ou  inversement,  suivant  que  a^  sera  plus  grand  ou  plus 

petit  que^. 

Dans  le  cas  où  a^  serait  plus  grand  que  ^-^,  le  point  [j^,  J"]  aurait  re- 

3  y  3 

traversé  la  conjuguée  C=  oo   si  ^,  /3g  avait  le  signe   —  ;   mais  ce  cas 

n'offre  plus  aucun  intérêt. 

Tome  VI  (i^  série).  —  Mars  iSfii.  1° 
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Que  «0  soit  plus  grand  ou  plus  petit  que^^,  le  point  [x,j]  pourni 

occasionnellement  traverser  la  conjuguée  C  =  i,  et  il  l'aura  traversée 
en  effet  si 

est  négatif. 

Il  pourra  même  atteindre  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  si 
la  distance  modulaire 


A' 


3v'3/      ■    ^" 


est  assez  considérable. 

Car  (S  et  j^o  devant  être  maintenant  de  même  signe,  l'inégalité 

=<;+((3-w<(«.-fi)VK 

ou 

5*  —  2  SjSo  +  ^-^  —  ^î—  <  o 
'  '  '^  3  ^3        27   ^ 

ne  présenterait  d'impos-sibilité  qu'autant  que 

4  a  a,        l^d' 


'^^        3  s/3 


serait  négatif;  c'est-à-dire  que 
de  sorte  que 

^=5 -(""-fTs)" -«■•  =  " 

serait  l'équation  du  lieu  qui  séparerait  les  |X)ints  pour  iesipiils  la  ré- 
gion de  convergence  n'atteindrait  pas  renvelo|>pe  imaginaire,  de  ceux 
au  conlrairr  d'où  la  série  pourrait  ra\onner  au  delà  de  celte  enveloppe. 
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Au  reste  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  étant  caractérisée 
par  la  condition 

a  =  o, 

le  signe  de  «o  «i  indiquera  toujours  si  le  point  [x,  j]  a  ou  non  passé 
sur  cette  enveloppe. 

Supposons  donc  «„  <  ^-^>  pour  que  le  point  [x,  j]  puisse  passer 
sur  la  courbe  réelle. 

Ce  cas  se  subdivisera  en  deux  autres  suivant  que  «o  sera  plus  grand 
ou  plus  petit  que  — —•  Dans  la  première  hypothèse,  en  effet,  le  che- 
min du  point  [ar,^]  ne  pourra  rencontrer  la  courbe  réelle  qu'en  im 
point  de  l'arc  OL,  tandis  que  dans  le  cas  contraire  il  pourrait  la  ren- 
contrer sur  l'arc  OL'. 

En  effet,  la  condition  de  convergence,  pour  un  point  de  la  courbe 
réelle,  se  réduisant  à 

(a  -  aof  +  /3"-  <  (a„  -  ^V  +  fil 
ou 

I  a a  -t -=  —  9.  «0     <  o, 

elle  ne  pourra  être  satisfaite  par  une  valeur  négative  de  a  qu'autant  que 

«n  sera  moindre  que  — =• 
^       3v/3 

Supposons  d'abord  Ug  >  — -.  Dans  ce  cas  si  le  point  [x,  f\  passe 
sur  la  courbe  réelle,  ce  qu'on  reconnaîtra  au  caractère 

iSoT^.  <o, 

il  reviendra  sur  des  conjuguées  tangentes  à  la  branche  OL,  si 
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dans  le  cas  contraire  il  aura  traversé  la  conjuguée  C  =  i  et  se  sera 
transporté  sur  une  conjuguée  tangente  à  l'enveloppe  imaginaire. 

Si  au  contraire  «„  est  moindre  que  -^î  le  point  [x,  j]  avant  d'ar- 
river à  la  branche  OL',  aura  dû  passer  sur  l'enveloppe  imaginaire  des 
conjuguées  pour  que  a  ait  pu  changer  de  signe.  De  sorte  que  si 
a,  «0  avait  le  signe  +  ,  le  point  [.r,  j]  n'aurait  pas  passé  sur  la 
branche  OL'. 

On  pourrait  maintenant  placer  le  point  de  départ  sur  une  conjuguée 
tangente  a  l'enveloppe  imaginaire  en  lui  point  de  l'arc  ON'. 

Mais  il  serait  inutile  de  reprendre  en  détail  l'analyse  des  faits  dans 
cette  hypothèse  :  nous  venons  de  passer  des  conjuguées  d'une  catégo- 
rie à  celles  de  l'autre,  on  effectuerait  aussi  aisément  le  passage  inverse. 

I  lo.  Nous  étudierons  en  dernier  lieu  l'équation 

j''  —  3flfx^  +  jc'  =  o, 

dont  l'exemple,  par  les  difficultés  qu'il  semblerait  devoir  présenter, 
fournira  un  contrôle  suffisant  de  la  méthode. 

L'origine  est  un  point  double  où  les  deux  tangentes  sont  distinctes; 
mais  comme  l'une  d'elles  se  confond  avec  l'axe  des  j-,  ce  point  pourra 
dans  certains  cas  borner  la  région  de  convergence. 

La  dérivée  de  f,  par  rapporta  X,  redevient  infinie  aux  pohits 

!3  7 
X  =  a  V  4 , 
J  =  a  yj2, 

1                 3  7  —  1  —  \^  v/—  I 
a-  =  rt  V  4 ^ ' 

j                    :.  -  -  I  4-  v/3  v/=7 
'  J  =  a  V2  — î^ , 


„           3,7—1  +  1^3  v^ — 
X  =  a  \/^ — - — 


3  I 1  —  i/3  J — 
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Ces  trois  points  A,  D,  D'   [fuj  8)  sont  encore  des  points  dangereux. 

Fir..  R. 


Tontes  les  conjuguées  touchent  la  courbe  réelle;    leur  enveloppe 
imaginaire  ne  jouera  dans  la  discussion  qu'un  rôle  très-secondaire. 
J.a  courbe  a  pour  asymptotes  les  droites 

r  =  —  .r  —  a, 


J  = 


v/Sv'^l 


-v/3^^ 


I  4-v/3v/^ 


La  caractéristique  commune  des  points  dangereux  imaginaires  est 
=)  celle  des  points  dangereux  réels  est  infinie. 

'y/2 

Outre  la  courbe  réelle,  la  figure  représente  la  partie  de  la  conju- 
guée C  =  —  -5^  qui  contient  les  points  dangereux  imaginaires;  cette 
2 

conjuguée   a  été  construite  avec  soin  par  M.   J.  Fontes,  candidat  à 
l'École  Polytechnique. 

Supposons  d'abord    le  point  de  départ   situé  sur  une  branche  de 
conjuguée  tangente  à  l'arc  OT  de  la  courbe  réelle;  la  région  de  con- 
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vergence  sera  alors  limitée  au  point  O  :  en  effet,  si  a^  est  positif, 
le  point  [jc,  y]  ne  pourra  même  pas  atteindre  la  portion  de  la  conju- 
guée C  =  00  qui  touche  la  courbe  réelle  à  l'origine ,  car  l'iné- 
galité 

(a-ao)=  +  P?  <  a^  + /5^, 

ne  pouvant  èlre  satisfaite  par  aucune  valeur  négative  de  a,  si  le 
point  [jc,  j]  pouvait  se  rendre  sur  la  portion  de  la  conjuguée  C  =  oo 
dont  nous  parlons,  il  pourrait  à  plus  forte  raison  passer  à  l'origine  en 
suivant  un  chemin  tangent  à  l'axe  des  j%  ce  qui  n'est  possible  en  au- 
cun cas. 

D'un  autre  côté  si  «o  est  négatif,   l'inégalité 

suffit  pour  montrer  que  le  point  A  sera  certainement  au  dehors  de  la 
région  de  convergence,  que  par  conséquent  le  point  [x,,r  ]  ne  pourra 
atteindre  la  portion  de  la  conjuguée  G  =  «  qui  touche  la  courbe  réelle 
en  A,  et  que,  à  plus  forte  raison,  il  restera  bien  éloigné  de  la  branche 

de  la  conjuguée  C  =  —  7^  qui  contient  les  jjoints  dangereux   imagi- 

Il  a  ires. 

Cela  posé,  si  a.o  est  positif,  le  point  [.r,  j^]  pourra  passer  sur  la  courbe 
réelle  et  il  y  aura  passé  en  effet,  si  j3,  /S,,  est  négatif;  mais  la  caractéris- 
tique du  point  final  sera  restée  en  tout  cas  négative  et  moindre 
(pie  —  1 . 

.'\u  contraire  si  a,,  est  négatif,  le  point  [x,^]  pourra  passer  sur  la 
portion  de  la  conjuguée  C  =  00  qui  touche  la  courbe  réelle  à  l'ori- 
gine; il  y  aura  passé  en  effet  si  jS,^o  est  négatif,  et  dans  ce  cas  la 
caractéristique  du  point  d'arrivée  sera  devenue  positive;  tandis  que, 
si  ^(^0  est  positif,  celte  caractéristique  sera  restée  négative  et  moindre 
que  —  I . 

Plaçons  maintenant  le  point  de  départ  sur  uneliranchc  tle  conjuguée 
tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  OIÎSA. 

La  région  de  convergence  restera  limitée  à  l'origine  tanlque  a^  -f-  /3j 
sera  moindre  que  (ao  —  a  v4)'  ■+-  fil  >  c'est-à-dire  tant  que  Uo  ne  sur- 
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passera  pas  j^î  ce  qui  ne  saurait  évidemment  arriver  sur  une  coiiju- 

guée  très-voisine  de  celle  qui  passe  par  l'origine  avec  une  caracté- 
ristique infinie. 

Ainsi  le  point  de  départ  marchant  toujours  dans  le  même  sens,  la 
région  de  convergence  restera  d'abord,  et  pendant  un  certain  temps, 
limitée  à  l'origine. 

On  pourrait  évidemment  préciser  davantage,  si  on  le  voulait. 

Le  point  de  départ  étant  choisi  de  manière  que  la  région  de  conver- 
gence reste  limitée  à  l'origine:  si  «q  est  négatif,  le  point  [j^',  >]  pourra 
passer  sur  la  branche  de  la  conjuguée  C  =  oo  qui  touche  la  courbt- 
réelle  à  l'origine,  mais  il  ne  pourra  atteindre  la  courbe  réelle;  dans  le 
cas  contraire  il  pourra  passer  sur  la  courbe  réelle,  mais  non  sur  la  con- 
juguée C  =  00  . 

D'un  autre  côté  la  conjuguée  C  =  o,  qui  touche  la  courbe  réelle  au 
point  B,  étant  définie  par  les  équations 

j-^  —  3ao!.j-  +  a?  —  3ap^  =0,      —  3rt/  +  3  a-  —  "  — o. 
d'où  l'on  tire  par  l'élimination  de  j 


3  a 


'i.rj\u}  +  jS^)  =  O, 


suivant  que 

sera  positif  ou  négatif,  le  point  [x,  ^J  n'aura  pas,  ou  aura  passé  sui 
cette  conjuguée  C  =  o. 

Cela  posé,  on  peut  distinguer  les  deux  cas  où  le  point  de  départ  se 
trouverait  entre  les  deux  portions  des  conjuguées  C  =  oo  ,  C  =  o,  qui 
nous  occu|)ent,  ou  au  delà  de  la  conjuguée  C  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  et  si  d'ailleurs  oto  est  négatif,  suivant  que  /S,  p,, 
aura  le  signe  —  ou  le  signe  +,  le  point  d'arrivée  appartiendra  a  une 
portion  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle,  en  un  point  de 
l'arc  ASBOT,  situé  au-dessous  ou  au-dessus  de  l'origine.  Si  donc  /3,  po  « 
le  signe  —,  le  point  \x,  r]  n'aura  pas  passé  sur  la  conjuguée  €  =  o,  ou 
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y  aura  passé  un  nombre  pair  de  fois,  ce  qui  revient  au  même,  et  la 
caractéristique  du  point  d'arrivée  sera  négative;  mais  si  pijSo  ■''  '^ 
signe  +,  le  point  [x,  j]  n'aura  pas  traversé  la  conjuguée  C  =  oo  ,  ou 
l'aura  traversée  un  nombre  pair  de  fois,  ce  qui  revient  au  même,  et 
la  caractéristique  du  point  d'arrivée  sera  positive  ou  négative  suivant 
que 

[(^4^)"--o(»s-ra][C-^)"--.(«;-f=;)] 

sera  positif  ou  négatif. 

Si  au  contraire  ag  était  positif,  le  point  [x,  y]  ne  pouvant  plus  passer 
sur  la  conjuguée  C  ^  ao  ,  la  caractéristique  du  point  d'arrivée  serait 
positive  ou  négative  suivant  que 

[(^T^)'-  »<».■-«)]  [c-T^y  -  -.w+K)] 

serait  positif  ou  négatif;  et  comme  d'ailleurs  le  point  [x,  y)  aura  ou 
non  passé  sur  la  courbe  réelle,  suivant  que  p,  ft^  aura  le  signe  —  nu  le 
signe  +  ;  si  ^,  po  ^^t  négatif,  le  point  d'arrivée  sera  sur  une  branche  de 
conjuguée  dirigée  à  droite  ou  à  gauche,  si  le  point  de  départ  appar- 
tenait à  une  branche  dirigée  à  gauche  ou  à  droite,  et  inversement,  si 
/S,j3o  a  le  signe  +. 

Dans  le  second  cas,  où  le  point  de  départ  se  trouverait  au  delà  de  la 
conjuguée  C  =  o,  si  ao  est  négatif,  la  caractéristique  du  point  d'arrivée 
sera  négative  ou  positive  suivant  que 

sera  |)Ositif  ou  négatif,  car  il  n'aura  traversé  ni  la  conjuguée  C  =  oui 
;i  plus  foric  raison  la  conjuguée  C  =  co  ,  si 

a  le  signe  +;  il  aura  seulement  Iraversé  la  conjuguée  C  =  o,  si 
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a  le  signe  —,  ^,^0  ^lyanl  au  contraire  le  signe  +  ;  enfin  il  aura  tra- 
versé les  deux  conjuguées  si  les  deux  produits  ont  chacun  le  signe  — . 
Si  «p  est  au  contraire  positif,  le  point  [.r,  y]  ne  pouvant  passer  sur  la 
conjuguée  C  ^  oo  ,  la  caracléristique  du  point  d'arrivée  sera  négative 
ou  positive  suivant  que 

sera  positif  ou  négatif  :  d'ailleurs  si  fi,fi„  est  négatif,  le  point  d'arrivée 
appartiendra  à  une  branche  dirigée  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche, 
si  le  point  de  départ  se  trouvait  sur  une  branche  dirigée  à  gauche  ou  à 
droite,  et  inversement  si  |3,  |3o  a  le  signe  -f- . 

Supposons  maintenant  le  point  de  départ  placé  toujours  sur  une 
branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de 
l'arc  OBSA,  mais  avec  la  circonstance 

a 

y-2. 

Le  point  [x,j]  ne  pourra  passer  sur  la  portion  delà  conjuguée  C  =  00 
qui  touche  la  courbe  réelle  en  A  que  si  l'on  peut  satisfaire  à  l'inégalité 

par  des  valeurs  de  a  dépassant  +  a  vÂ  :  or  cette  inégalité  se  réduit  à 

«"  —  2  «0  a  +  2  rt  «p  \/4  —  2  rt'  V  2  <  o, 
et  exige  que  «  reste  compris  entre 

2  «o  —  rt  V  4      et      rt  V4  : 

a  g        — 

comme  nous  supposons  a^  >  iy='  aao  —  fl  v'4  sera  positif.  Mais  il 
reste  cependant  à  distinguer  deux  cas  : 

^«0  —  «  v'4  <  «^  V'4      et     2*0  —  «ï  V4  >«  V^47 

Tome  VI  (2«  série).  —  Mars  1861.  '• 
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c'est-à-dire 

«o  <  rt  V^4      et     a.g>  a  y  4  ; 

dans  le  premier  en  effet,  pour  satisfaire  à  l'inégalité 

(a  — «J*-f-  /55<(«„  — «  v4)^+/3^ 

il  faudrait  que  a  restât  moindre  que  a  'V4»  ce  qui  veut  dire  que  le  point 
[jr,  jr'\  ne  pourrait  pas  atteindre  la  portion  de  la  conjuguée  C  =  co  qui 
touche  la  courbe  réelle  en  A  ;  tandis  que  dans  le  second  cas,  pour  sa- 
tisfaire à  la  même  inégalité, il  faudrait  que  a  restât  plus  grand  que  a  \J7^^ 
ce  qui  signifie  que  le  point  [x,  j^  ne  pourrait  plus  revenir  à  la  courbe 
réelle. 

Supposons  ao<«v4,  le  point  [jr,;  ]  ne  pouvant  dans  ce  cas  passer 
sur  la  portion  de  la  conjuguée  C  ^  oo  qui  touche  la  courbe  réelle  en 

A,  ne  pourra,  à  plus  forte  raison,  atteindre  la  conjuguéeC  =  —  -3-^;  par 

conséquent,  la  région  de  convergence  sera  bien  limitée  au  point  A. 

Quelque  part  qu'on  plaçât  le  point  de  départ,  on  saurait,  dans  cette 
hypothèse,  comme  précédemment,  quel  serait  le  signe  de  la  caracté- 
ristique du  point  d'arrivée,  et  sur  quelle  branche  ce  ponit  se  trouverait. 

Je  passe  donc  au  cas  où  a„  dépasserait  a\[\.  Le  point  [j^,J"]  pou-  . 
vant  alors  traverser  la  portion  de  la  conjuguée  C  =  00  qui  louche  la 
courbe  réelle  au  point  A,  on  ne  voit  pas  tout  d'abord  pourquoi  il  ne 

pourrait  pas  atteindre  la  portion  de  la  conjuguée  C  =  —  -r=  qui  con- 

tient  les  points  dangereux  imaginaires;  c'est-à-dire  qu'on  ne  voit  pas 
tout  d'abord  auquel  des  trois  |;oints  A,  D,  D'  la  région  de  conver- 
gence de  la  série  sera  limitée.  A  la  vérité,  ce  serait  incontestablement 
nu  |)oint  A,  si 

{a^  —  a\l\Y  +  ^l 
se  trouvait  à  la  fois  moindre  (lue 


(«.+^<)^(f.^"-^7. 
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et  que 

inégalités  qui  se  réduisent  à 

«oV^  +  /3o  >o 
et 

«0  \  3  —  /5o  >  o  ; 

mais  elles  ne  seraient  satisfaites  ni  l'une  ni  l'autre,  que  la  région  de 
convergence  n'en  serait  pas  moins  encore  bornée  au  point  A,  laissant 
à  l'écart  les  points  D  et  D'  à  des  distances  plus  ou  moins  considé- 
rables. 

En  effet,  imaginons  que  nous  revenions  à  l'uu  des  points  qui,  ayaiil 
son  abscisse  définie  par  les  équations 

Xo^  a\fà,     rtv4v3±/5o=o, 

appartiendrait  d'ailleurs  à  une  portion  de  conjuguée  tangente  à  la 
courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  OBSA. 

Il  est  acquis  que  si  nous  diminuions  infiniment  peu  a,,,  sans  faire 
varier  jS^,  la  région  de  convergence  n'atteindrait  même  plus  alors  l;i 
portion  de  la  conjuguée  C  ^  co  qui  passe  en  A  ;  comment  pourrait-on 
donc  concevoir  que  si,  au  contraire,  on  augmentait  infiniment  peu 
Cq,  la  région  de  convergence  prît  instantanément  un  développement 
qui  en  portât  la  limite  au  delà  de  l'un  des  points  D  ou  D'? 

Au  reste,  les  deux  conditions 

«0^5  ±/3o>o 

sont  pleinement  remplies  lorsque  le  point  de  départ  appartient  à  la  por- 
tion de  la  conjuguée  C  =  ce  qui  touche  la  courbe  réelle  en  A  ;  com- 
ment pourrait-on  donc  concevoir  que  la  région  de  convergence  limitée 

précédemment  en  A,  lorsque  «„  était  compris  entre  4=  etrtv4,  le 
point  de  départ  appartenant  alors  à  une  branche  de  conjuguée  tangeiue 
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à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  OBSA,  et  restant  encore  limitée 
nu  même  point  lorsque  le  point  de  départ  vient  se  placer  sur  la  por- 
tion de  la  conjuguée  C  =  qd  qui  touche  la  courbe  réelle  en  A,  eût  pu 
dans  l'intervalle  s'étendre  jusqu'à  l'un  des  deux  points  D  ou  D' quelle 
aurait  au  contraire  dû  toujours  tendre  à  absorber  en  enveloppant  une 
portion  de  plus  en  plus  grande  de  l'espace  répandu  autour  d'eux? 

Les  choses  ne  se  passent  jamais  d'une  façon  à  ce  point  extraordi- 
naire; et  quant  au  fait  même  qui  nous  occupe,  il  trouvera  une  expli- 
cation bien  simple  dans  l'observation  suivante  :  à  chacune  des  valeurs 
particulières  de  x, 

37—1  —  \Jl\l'^  a  7  — 1-|-\/3  v^^ 

flv4 ^ — '    «v4 ^ ' 

il  correspond,  pour  }\  les  valeurs  doubles 

3  -  — i-t-s/3v/— I  3  -  — I— y/Sv' — I 

<7  V  2 '       (l\2 — 5 

2  2 

qui  sont  les  ordonnées  des  points  dangereux  D  et  D',  et  des  Vcdeurs 
simples 

a  V2(i  —  \/5\/— •)>     rt'v2(i -t- v^v)  1 

qui  sont  les  ordonnées  de  j)oinls  ne  présentant  aucune  particularité 
remarquable.  Or  ce  n'est  évidemment  qu'à  l'un  de  ces  points,  et  non  à 
l'un  des  points  1)  ou  D',  que  peut  se  rendre  le  point  \x,  j],  lorsque 
a„  dépassant  a  v4>  et  «„  y^  ±  j^o  étant  négatifs,  le  point  de  départ  ap- 
|)arti»Mit  d'ailleurs  à  une  branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe 
réelle  en  un  jioint  de  l'arc  OFiSA. 

L'égalité  momentanée  des  distances  modulaires  du  point  de  départ 
aux  points  A  et  D  ou  D',  quand  aoV^  ±:  /3  =  o,  ne  signifie  donc  en 
aucune  façon  que  la  limite  de  la  région  de  convergence  passe  à  la  fois 
au  point  A  et  à  l'un  des  points  D  ou  D',  mais  bien  qu'elle  passe  au 
|)f)int  A  et  à  l'un  des  points  qui,  ayant  leurs  abscisses  égales  à  celles 
<lrs  points  D  et  D',  ne  présentent  loiilofois  aiiciuie  particularité  remar- 
quable 

Ijd  làusse  indication  fourme  par  la  condition  de  convergence  tient 
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encore,  dans  ce  cas,  à  ce  que  l'ordonnée  du  point  de  départ  n'y  entre 
pas  :  lorsque  le  point  de  départ  appartiendra  à  une  branche  de  con- 
juguée tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  AOT',  la  même 
nidicalion,  dans  les  mêmes  circonstances, 

a«v3  ±!io  =  o 
deviendra  exacte. 

La  même  difficulté  apparente,  si  l'on  eût  voulu  l'apercevoir,  se  serait 
déjà  présentée  lorsque  le  point  de  départ  appartenait  à  une  branche  de 
conjuguée  tangente  à  l'arc  TO  :  si,  par  exemple,  on  avait  pris  pour  point 

de  départ  le  point  de  cet  arc,  qui,  ayant  pour  abscisse  ^-^  ou  -^i  se  trou- 

verait  sur  une  verticale  menée  à  égale  distance  de  l'axe  des^  et  de  la 
tangente  au  point  A,  les  distances  modulaires  du  point  de  départ  à 
l'origine  et  au  point  A  se  seraient  trouvées  égales;  mais  il  n'eût  évidem- 
ment pas  fallu  en  conclure  que  la  limite  de  la  région  de  convergence 
dût  alors  passer  à  la  fois  à  l'origine  et  au  point  A  :  elle  aurait  passé  par 
l'origine  et  par  le  point 

3,7 

j"  =  —  2as/2, 

C'est  par  les  mêmes  motifs  que  chacun  des  points  du  lieu  a  =  o  pa- 
raissait également  éloigné  des  deux  points  dangereux  du  lieu 

j^  —  a^j  -h  a'^jc  =:  o; 

(Zo  devenant  nul  sans  que  a'^  le  fût,  la  limite  de  la  région  de  conver- 
gence passait  à  l'un  des  points  dangereux  et  au  point  simple  qui  avait 
même  abscisse  que  l'autre. 

Supposons  maintenant  que  le  point  de  départ  marchant  toujours 
dans  le  même  sens  se  rende  sur  les  conjuguées  qui  touchent  l'arc  AOT' 
de  la  courbe  réelle. 

La  région  de  convergence  restera  d'abord  limitée  au  point  A  ,  parce 
que  sur  les  conjuguées  dont  le  contact  aurait  lieu  très-près  de  A,  on 
ne  pourra  pas  trouver  de  points  remplissant  l'une  ou  l'autre  des  con- 
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ditions 

«0  ±  Po  <  O. 

Tant  que  le  point  A  restera  sur  la  limite  de  la  région  de  convergence, 
il  ne  pourra  arriver  au  point  [x,  j]  que  de  passer  sur  la  courbe 
réelle,  sur  la  portion  de  la  conjuguée  C  =  ao  qui  passe  au  point  A 
ou  sur  la  portion  de  la  conjuguée  C  =  o  qui  passe  à  l'origine.  On 
constatera  ces  diverses  circonstances,  comme  dans  le  cas  précédent, 
et  l'on  pourra  par  conséquent  assigner  par  les  mêmes  moyens  la  valeur 
finale  de^;  nous  n'insisterons  donc  pas  sur  ce  cas. 

Supposoi.s  enfin  que  le  point  de  départ  appartienne  à  une  conjuguée 
assez  éloignée  du  point  A  pour  qu'on  y  puisse  trouver  des  points 
tels,  que 

ao±  Po  soit  négatif, 

de  façon  que  la  région  de  convergence  soit  alors  limitée  à  l'un  des 
points  D  ou  D'. 

Les  distances  modulaires  du  point  de  départ  à  ces  deux  points 
étant 


aU 


et 


(--"-f^y 


on  voit  que  la  région  de  convergence  sera  limitée  au  point  D  ou  au 
point  D'  suivant  que  /S^  sera  négatif  ou  positif,  c'est  à-dire  suivant  que 
le  point  de  départ  appartiendra  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  branches 
de  la  conjuguée,  où  il  se  trouve,  qui  partent  de  la  courbe  réelle.  Si  le 
point  de  départ  appartenait  à  la  courbe  réelle  (il  faudrait  alors  qu'il  fût 
H  la  gauche  de  l'origine  pour  que  a„  ±  /S^  fût  négatif),  la  limite  de  la 
région  de  convergence  passerait  à  la  fois  aux  deux  points  D  et  D'. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  deux  des  valeurs  de  j  correspondantes 
à  la  valeur  finale  de  x  pourraient  ne  se  distinguer  l'jine  de  l'autre  que 
par  le  signe  des  parties  imaginaires  des  valeurs  qu'elles  fourniraient 


pour 
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mais  011   saura    toujours  quel  signe  aura  dû  prendre  la  partie  imagi- 

naire  de  —  au  point  d'arrivée,  si  l'on  a  relevé  les  passages  du  point 

[x,j']  sur  l'enveloppe  imaginaire. 

Cette  enveloppe  est  définie  par  la  condition 

ay  —  x'  ,   , 

— =  réel, 

y'  —  ax 

ou 

a  a'  —  a=  -(-  p^   a  P'  —  2  a^ 

a'2_p'2_aa  "~  aa'p'— ap' 

d'où  l'on  pourrait  éliminer  a'  et  /3',  ce  qui  fournirait  entre  a  et  |3  une 
équation 

?(«,  |3)  =  o. 

Le  point  [.a^,_/]  aurait  ou  n'aurait  pas  passé  sur  l'enveloppe,  suivant 
que 

?  («0,  /5o)(p(a, ,  /3,) 

aurait  le  signe  —  on  le  signe  + .  Le  calcul  de  l'équation 

y  (a,  /3)  =  o 
ne  présentant  aucune  difficulté  théorique,  nous  ne  nous  y  arrêtons  pas. 

De  l'intégration  par  série. 

116.  Nous  nous  occuperons  ici  seulement  des  équations  où  n'entre 
pas  la  variable  dépendante,  qui,  par  conséquent,  se  présentent  sous 
la  forme 

ou  plus  généralement 
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L'intégration,  par  la  série  de  Taylor,  d'une  équation  de  la  forme 

présentait  des  difficultés  qui  rendaient  peu  sûr  l'emploi  de  cette  mé- 
thode :  et  ce  n'est  pas  de  l'incertitude  qui  pesait  encore  sur  la  limite 
de  la  région  de  convergence  que  j'entends  parler  ici ,  car,  en  évitant 
tous  les  points  dangereux  indistinctement,  on  pouvait  du  moins  être 
certain  que  la  série  employée  resterait  convergente.  En  sorte  qu'ayant 

développé  -j-  et  par  suite,  par  intégration,  y^  de  la  limite  inférieure 

jTo,  numérique,  à  une  limite  variable  x, ,  telle  que  le  module  de 
{x^  —  x^  ne  dépassât  pas  une  certaine  quantité  Rq,  on  pouvait  attri- 
buer à  x^  l'une  des  valeurs  que  cette  variable  pouvait  prendre,  déve- 
lopper de  nouveau -j^>  et  par  suite  j',  de  la  valeur  numérique  x^  à 

luie  nouvelle  limite  variable  x-i  telle  que  le  module  de  [^x^  —  jt,)  ne 
dépassât  pas  une  nouvelle  quantité  R, ,  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  eût 
fourni  pour  j"  une  expression  de  la  forme 


jr  =  jo  + 


(  dy\     X,  —  X,         j  d'' y\     (xj  —  x,J' 
\dxj  (        I  \  dx'' 


fdy\     x,  —  x,  _^  fd\x\ 
\dx )  2       I  \  dx''  )  j 


(X3  — ; 


ftly\    x„^,  —  x„        ('^'y\ 
\dx)„         I  \^  dx')„ 


puisque  la  constante,  introduite  dans  chaque  nouvelle  intégration, 
devait  avoir  pour  valeur  celle  que  l'intégration  précédente  avait  donnée 
pour^. 

Mais,  en  |)remier  lieu,  s'il  eût  fallu  recourir  à  la  sommation  effective 

des  suites  précédentes,  pour  former  la  valeur  initiale  de  i-j-h  qui  de- 
vait servir  à  composer  la  nouvelle  suite  qu'on  eût  voulu  ajouter  au  dé- 
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veloppement,  la  longueur  des  calculs  d'abord,  mais  surtout  l'iuccrti- 
tude  qui  eût  nécessairement  pesé  sur  les  résultats  à  obtenir,  eussent 
fait  renoncer  à  l'emploi  de  cette  méthode. 

En  second  lieu,  et  ce  point  a  beaucoup  plus  d'importance,  on  n'eût 
pu,  en  tout  cas,  régler  les  étapes  de  x  de  manière  à  pouvoir  répondre 
d'obtenir  successivement  ou  séparément  toutes  ou  chacune  des  nî^  va- 
leurs de  ^  dont  les  dérivées,  au  départ,  représentées  par  les  différentes 
racines  de  l'équation 

/  h.  t 

seraient  devenues,  à  l'arrivée,  celles  de  l'équation 

On  eût  bien  pu,  pour  former  la  première  suite ,  prendre  successive- 
ment pour  \-T-]    toutes  les  racines  de  l'équation 


/(-"•l)  =  ° 


et  avancer  de  proche  en  proche  vers  x„+i  ;  mais  on  manquait  d'une 

règle  qui  permit  de  prévoir  sur  quelle  valeur  de  (  —  |       on  tomberait 

à  la  fin  du  calcul.  On  pouvait  bien  recommencer  en  adoptant  de 
nouvelles  étapes  pour  x,  mais  on  ne  pouvait  pas  être  assuré  de  ne  pas 
retomber  toujours  sur  les  mêmes  combinaisons.  Enfin,  si  quelques 
nouveaux  essais  avaient  successivement  conduit  à  de  nouvelles  com- 
binaisons, on  n'avait  pas  de  règle  certaine  pom-  parvenir  à  celles  qui 
se  seraient  dérobées  jusque-là. 

Ces  difficultés  n'existent  plus  maintenant. 

En  premier  lieu,  quand  on  aura  formé  les  p  premières  suites  qui, 
conformément  à  la  marche  adoptée,  devront  fournir  le  développement 

de   j,  de  x^  à  x^,,  au  lieu  de  calculer  la  valeur  de   (^J  '  M'û  doil 

Tome  VI  (2«  série).— M\RS  1861.  ' -* 
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concourir  à  la  formation  de  \ap+  i'^'"''suile,  par  la  sommation  directe  de 


Xp ^p-i  J 


on  la  tirera  de  l'équation 

qui  la  fournira  plus  aisément  et  avec  une  approximalion  dont,  au 
moins,  on  pourra  répoudre. 

En  second  lieu,  la  méthode  que  nous  avons  donnée  pour  reconnaître 
parmi  les  racines  de  l'équation 

celle  que  représente  le  développement,  suivant  la  série  de  Taylor,  de  la 
fonction,  de  j"p_,  àx^,,  cetteméthodeest  évidemment  réciproque,  c'est- 
à-dire  qu'on  pourra  en  renverser  l'emploi  et  choisir  Xp  de  manière  que 
le  point  d'ai  rivée  [x  ,  jp\  satisfasse  à  telle  condition  donnée  qu'il 
pourrait  remplir,  qu'd  se  trouve,  par  exemple,  sur  une  conjuguée  dé- 
signée que  rencontre  la  région  de  convergence. 

On  pourra  ainsi,  parélapes  réglées  à  l'avance,  amener  le  point  [x,  y  \ 
ilii  point  [Xg,  fo]  à  celui  des  points  [j"„+,,  /]  que  l'on  voudra. 

En  déterminant  ainsi  les  w*  chemins  que  x  devrait  suivre  successi- 
vement poiM-  que  y-  parvint  de  chacune  de  ses  m  valeurs  qui  corres- 
pondent a  x„  à  chacune  de  ses  m  valeurs  qui  correspondent  à  j:„+, 
^«est  ici  un  nombre  variable,  mais  Jf■„^ ,  est  la  valeur  finale  de  j:),  on 
obtiendra  les  m^  intégrales  de  l'équation  proposée;  .*Vm  y  représentera 
une  variable  ;issuj(ttie  à  des  conditions  d'inégalité  différentes  dans 
des  intégrales  dillércnles. 
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La  même  méthode  s'appliquerait  évidemment  à  une  équation  diffé- 
rentielle d'ordre  supérieur. 

les  111^  intégrales  de  cette  équation  contiendraient  conune  constanle,s 
arbitraires  j-Q,  ( -^  j  ,-•■■,  ( ^   ^_,  j  •  Mais  le    calcul    aiithmélique  des 

,  ,      /dr\       fd'y\  /'l"''y\       (d"y\  ,  ■        ,    ,      r 

valeurs  de     -f-     5     -—  V-î     -, — ;     >     -i^  I  '  necessau'e  a  la  formation 
\dxjp     \dx^Jj,  \dx"-' I p    \dx''Jp 

de  la  p  -H  i'""*"  suite,  ne  se  ferait  plus  aussi  simplement  que  dans  le  cas 

précédent. 

(à"x\  ...  .  ,.         .  ,,, 

[-f-;      serait  bien  toujours  tourni  par  1  équation 

Mais  (  ■T-;:zr,  )  '  ■  •  •  '  \'j~]  devraient  être  séparément  calculés  par  la  som- 
mation directe  des  suites  qui  les  représenteraient  et  qu'on  aurait  for- 
mées  précédemment    par    intégrations    répétées    du   développement 

ax" 
Prenons  pour  exemple  l'équation 

(£)"-"■(: 

dont  l'intégrale  générale  fournirait  la  quadrature  de  la  courbe 

z^  —  (7^  z  -f-  fl^  jr  =  o 
et  de  ses  conjuguées. 

Si  l'on  voulait  intégi'er  j  entre  des  limites 


'  -^-  a^x  =  o, 


;)„  =  ""      ^'      ^'   (£)="' 

correspondantes  à  des  points  du  lieu 

z'  —  rt'  z  +  rt*  .r  =:  o, 
situés  l'un   sur  une  branche   d'une  conjuguée  tangente   à  la  courbe 
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réelle  en  un  puiut  de  l'arc  LM  [Jig.  7)  et  l'autre  sur  une  branche  d'une 
conjuguée  tangente  à  la  branche  L'N,  ce  qui  serait  le  plus  grand  écart 
possible,  on  prendrait  les  points  intermédiaires  successifs  sur  des  con- 
juguées dont  les  points  de  contact  avec  la  courbe  réelle  marchassent 
dans  le  sens  MLOL'N,  en  évitant,  pour  plus  de  simplicité,  les  conju- 
guées tangentes  à  l'enveloppe  imaginaire,  puisqu'il  ne  servirait  à  rien 
d'y  passer  d'abord,  pour  en  sortir  ensuite. 

Cela  obligerait  à  passer  par  l'origine  des  coordonnées  pour  changer 
de  demi-conjuguée.  Quand  on  serait  prés  du  point  d'arrivée,  on  repas- 
serait ou  non  une  dernière  fois  sur  la  courbe  réelle,  suivant  que  l'avant- 
dernière  station  et  la  dernière  seraient  en  dès  points  situés  de  côtés  dif- 
férents ou  du  même  côté,  sur  leurs  conjuguées  respectives,  par  rapport 
aux  points  de  contact  de  ces  conjuguées  avec  la  courbe  réelle. 

De  lintégration  par  approximation. 

]  17.  L'intégration  par  la  série  de  Taylor  avait  sur  les  autres  mé- 
thodes d'intégration  par  approximation  cet  avantage  considérable  que, 
l;i  série  représentant,  au  moins  entre  de  certaines  limites,  la  fonction 
uitégrale,  on  pouvait  y  donner  aussi  bien  à  la  variable  des  valeurs 
imaginaires  que  des  valeurs  réelles  ;  tandis  que  les  formules  ancienne- 
ment connues  de  quadratures  approchées  n'étaient  applicables  qu  au 
cas  où  les  valeurs  extrêmes  de  la  variable  indépendante  se  trouvaient 
réelles. 

Ce  motif  de  prélérence  n'existe  plus  aujoiu'fl'hui  et  je  crois  qu  on 
parviendrait,  dans  la  plupart  des  cas,  plus  rajjidement  et  plus  sûre- 
ment à  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée  en  carrant,  suivant  les  prin- 
cipes établis  au  chapitre  III,  les  deux  conjuguées  qui  passeraient  par 
les  limites,  et  l'enveloppe  (lorsque  cela  se  pourrait),  au  moyen  des  for- 
mules de  Sunpson  ou  de  M.  Poncelet. 

Ces  méthodes  foinniraient  d'ailleurs  à  volonté  des  limites  inférieures 
et  des  limites  supérieures  de  chatjue  partie  de  l'intégrale,  de  façon 
qu'on  put  toujours  juger  du  degré  d'approximation  du  résultat  obte- 
nue, ce  qui  ne  peut  guère  se  faire  quand  on  n'a  d'autre  m()\en  jjour  y 
parvenir  que  la  sommation  des  termes  de  la  série. 
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THEOREMES 

CONCERNANT 

LE  QUADRUPLE  D'UN   NOMBRE  PREMIER  DE  LA  FORME  12/ +  5; 
Par  m.  J.   LIOU ville. 


Désignons  par  m  un  nombre  premier  doimé,  de  la  forme  12A  +  5; 
considérons  son  quadruple  4  "2,  et  posons  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles l'équation 

X  et  j  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  piemier  qui  ne  divise 
pas  j  :  on  admet  pour  /  la  valeur  zéro.  Nous  trouvons  tout  de  suite 
par  nos  Jonniiles  générales  que  le  nombre  N  des  décompositions  de 
4w  ainsi  obtenues  est  essentiellement  pair;  mais  comme  on  compte  zéro 
parmi  les  nombres  pairs,  le  cas  de  N  r=  o  ne  serait  pas  exclu.  Or  une 
analyse  plus  délicate  fait  voir  que  N  est  la  somme  de  deux  nombres 
impairs  N,,  N,,  et  dès  lors  on  est  sîir  d'avoir  soit  N  =  2,  soit  N  >  2. 
On  peut,  en  effet,  distinguer  dans  l'équation 

l^ln  z^  X-  -+■  p'''+i  j^ 

deux  genres   de  solutions,  suivant  que  ,v  est  ou  u  est  pas   divisible 
par  3.  Dans  le  premier  cas,  on  a,  vu  la  forme  donnée  de  m, 

p^  1     (mod.  3), 

tau<lis  que  dans  le  second  cas  on  a  au  contraire 

/j^  I      (mod.  3). 
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D'ailleurs  p  vérifie  toujours  la  coiigruence 

p^  à     ( mod .  8 ) . 
il  s'ensuit  que  p  est  de  la  forme 

lorsque  x  est  multiple  de  3,  mais  de  la  forme 

24g- +  19 

lorsque  x  est  premier  à  3.  Quant  à  j,  il  n'est  jamais  divisible  par  3. 
Ceci  expliqué,  nous  pouvons  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants, 
qui  montreront  comment  N  est  la  somme  de  deux  entiers  impairs  N, , 
Nj,  respectivement  relatifs  aux  deux  genres  de  décompositions  de 
'lin  dont  nous  venons  de  parler. 

Théorème  J.  —  Pour  chaque  nombre  premier  m,  de  la  forme 
i2A-f-  5,  on  peut  poser  au  moins  une  fois  (et  toujours  un  nombre 
unpair  de  fois)  l'équation 

4»2  =  9^:'+  p*''^'  j', 

X  et  J  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  24g  +  1 1  qui 
ne  divise  pas^. 

En  d'autres  termes,  si  du  quadruple  d'un  nombre  premier  donné, 
de  la  forme  12/.  +  5,  on  retranche,  tant  que  faire  se  peut,  les  carrés 

9,    81,     225,.-» 

des  nombres  impairs  midtiples  de  3,  il  y  aura  un  nombre  impair  de 
restes  susceptibles  d'èlre  mis  sous  la  forme 


p  étant  un  nombre  premier  non  diviseur  de  j  et  naturellement  de  la 
forme  24g  +  1 1 
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Thcoiàiue  II.  —  Pour  chaque  nombre  premier  /h,  de  la  forme 
isA  +  5,  on  peut  poser  an  moins  une  fois  (et  toujours  un  nombre 
impair  île  fois)   l'équation 

4m  =  ^'=+  /;*'+'/% 

X  et  Y  étant  des  entiers  impairs  non  divisibles  par  3,  et  p  un  nombre 
premier  24^  +  19  qui  ne  divise  pasj-. 

En  d'autres  termes,  si  du  quadruple  d'un  nombre  premier  donné, 
de  la  forme  i  aA-  +  5,  on  retranche,  tant  que  faire  se  peut,  les  carrés 

[,   a5,   49)    121,..., 

des   nombres  impairs  premiers  à  3,  il   y  aura  un  nombre  impair  de 
restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme 


p  étant  un  nombre  premier  non  diviseur  de  j  et  naturellement  de  la 
forme  24g  +  19    La  condition  relative  de/  (de  ne  pas  être  un  mul- 
tiple de  3)  sera  remplie  d'elle-même. 
Passons  aux  exemples,  et  d'abord  soit 

»i  =  5  : 
nous  aurons  l'équation 

4.5  =  9.1  =  + 11.1% 

conformément  au  théorème  T,  et  l'équation 

4.5  =  1^  +  19.1', 

conformément  au  théorème  II. 

En  prenant  A  =  i,  la  formule  laA"  +  5  nous  donne  le  nombre  pre- 
mier 17,  et  là  encore  nos  théorèmes  sont  vérifiés,  puisque  l'on  a  d'une 
part 

4. 17  =  9. 1^4-59. I^ 
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et  d'autre  part 

4.17=12  +  67.1% 
/|. 17  =  5^  +  43.1% 

4.i7  =  7=+i9.i'. 
Enfin,  pour 

7/2=12.24-5=  29, 

même  vérification;  on  n'a  alors  que  les  deux  équations  canoniques 
ci-apres,  une  pour  chaque  genre  : 

4.29  =  9.1*4-107.1  = 
et 

4.29  =  7'  4-  67.1% 

Ces  exemples  suffiront.  Mais  en  terminant  faisons  observer  que 
notre  décomposition  en  deux  entiers  impairs  N, ,  Nj  du  nombre  com- 
plet '^et  essentiellement  pair)  N  des  solutions  de  l'équation 

!\m  =  x^  +  p*'-^' j^ , 

où  1  on  confondrait  les  deux  espèces  de  valeurs  de  x'^  (mod.  3)  ou  de 
p  (mod.  3),  n'est  pas  sans  quelque  analogie  avec  la  distinction  des 
formes  quadratiques  en  genres,  qui  joue  un  si  grand  rôle  dans  la 
théorie  de  ces  formes. 
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THEOREMES 

CONCERNANT 

RESPECTIVEMENT  LES  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME  16  X 
ET  LES  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME   16/  +  m; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


1.  La  forme  linéaire  8^.  -f-  3  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 
16/î  +  3,  i6k-h  1 1,  au  sujet  desquelles  nous  voulons  présenter  deux 
théorèmes  qui  nous  semblent  curieux.  Mais  d'abord  observons  que 
pour  tout  nombre  premier  m  de  la  forme  S^jl -i-_3,  on  peut  écrire 
(d'une  seule  manière)  en  nombres  entiers  : 

m  =  a^  -\-  ib-. 
Comme,  d'ailleurs,  a  et  b  ne  peuvent  être  qu'impairs,  si  l'on  fait 

«'  —  h- 


le  quotient  n  sera  entier.  Dans  tout  le  cours  de  cet  article,  nous  con- 
serverons à  m  et  à  //  la  signification  que  nous  venons  de  leur  attribuer. 
Ainsi  m  désignera  toujours  un  nombre  premier  8[j.  +  3;  mais  nous 
supposerons  successivement  p.  pair  (  p.  =  2  A  j  ,  puis  p.  impair 
(|j.  =  2  A:  +  i),  ce  qui  donnera  au  nombre  m  les  deux  formes  16A  -t-  3, 
i6k  +11,  sans  que  les  équations  fondamentales 

m  =  a^  +  2  è" 
et 

a^  —  b^ 
"  =  -^ 

cessent  d'avoir  lieu.  Ajoutons  que  nous  n'aurons  pas  besoin  de  la  va- 
leur même  de  n,  mais  seulement  de  la  valeur  de  n  (mod.  2).  Or  il  est 

.  Tome  VI  (2'  série).  —  Mars  1861.  I  3 
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clair  que  n  est  pair  quand  a  e\  b  sont  tous  les  deux  compris  dans  la 
formule  8v  =h  i ,  ou  tous  les  deux  compris  dans  la  formule  8v  ±  3  ;  an 
contraire  n  est  impair  quand  un  des  deux  entiers  a,  b  appartient  à  la 
formule  8v  ±  i  et  l'autre  à  la  formule  8v  ±  3. 

'2.  Commençons  par  les  nombres  premiers  i6A  +  3,  et  désignant 
par  m  un  nombre  donné  de  cette  espèce,  posons  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  l'équation 

„j==(8<  +  3)'-f-  '2/'-' 7% 

/  désignant  un  entier  indifféremment  pair  ou  impair,  positif,  mil  ou 
négatif,  tandis  que  J"  et  y?  sont  impairs  et  positifs,  de  plus  p  premier 
,  naturellement  de  la  forme  ^v  +  0  et  non  diviseur  de  j.  On  demande 
une  règle  facile  qui  dise  à  priori  si  le  nombre  N  des  décompositions  de 
m  sous  la  forme  indiquée  est  pair  ou  impair. 

Or  je  réponds  à  celte  question  par  la  congruence 

N  ^«     (mod.  2) , 

le  nombre  ti  étant  celui  qu'on  a  défini  plus  haut. 
Les  valeurs  successives  de 

(8f+3)% 

ou  t  est  indifféremment  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  négatif,  sont 
3',   5%    Il^    i3=,...; 

d  après  cela,   on   vérifiera  aisément  notre  théorème  sur  les  nombres 

premiers 

3,    19,  67,  83,..., 

(|tie  la  foiinule  iGA  +  3  fournit. 

bornons-nous  aux  quatre  plus  petits.  On  a 

3=l»  +  2.l^ 

19=  l'-t-  2.3^ 

67  =  7»  +  2.3% 
83  =  9» -t- 2.  i«: 


PURES  ET  AFFEIQUEES.  99 

n  est  donc  pair  pour  le  premier  et  le  dernier  d'entre  eux,  m;iis  impair 
pour  les  deux  autres.  Or  cela  est  vrai  aussi  de  N.  D'abord  pour  m  =  3, 
on  a  évidemment  N  =  o;  mais  pour  /re  =  19,  on  a  la  décomposition 
canonique 

19  =  3^  +  2.5.1*; 

67  aussi  en  offre  une,  savoir 

67  =:  3-  +  2.29.  i*. 

Enfin  pour  in=  83,  on  retrouve  N  pair,  N=:  2,  les  équations  cano- 
niques étant  alors 

83  =  3=  +  2.37.i% 

83  =  5=  +  2.29.I^ 

Notre  théorème  a  donc  toujours  lieu. 

5.  Passons  aux  nombres  premiers  16A  +  1 1;  et  désignant  par  m  un 
nombre  donné  de  cette  espèce,  posons  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles l'équation 

m  =  (8f +  1)^+ 2/)''+' j% 

où  l'on  prendra  t  indifféremment  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  néga- 
tif, tandis  que  J"  et  p  seront  impairs  et  positifs,  de  plus  p  premier  (na- 
turellement de  la  forme  ^v  +  i)  et  non  diviseur  de  j.  Cette  fois  en- 
core, il  s'agit  de  décider  si  le  nombre  N  des  décompositions  de  m  sous 
la  forme  indiquée  est  pair  ou  impair,  et  c'est  encore  par  la  con- 
gruence 

N^  H     (mod.  2) 

que  je  réponds  à  cette  question. 
Les  valeurs  successives  de 

où  t  est  indifféremment  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  négatif,  sont 

'%  l\  9%  i5',---; 

i3.. 
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(l'iipres  cela,  on  vérifiera  aisément  notre  théorème  sur  les  nombres 

premiers 

1 1,   43,   59,    107,..., 

qne  la  formule  16A  4-  11  fournit. 

Bornons-nous  aux  quatre  plus  petits.  On  a 

1 1  :=3^  -4-  2.1*, 

43  =  5*4-2.3% 

59  =  3=-l-2.5% 

loy  =  3^  +  2.7^; 

H  est  donc  impair  pour  11  et  107,  mais  pair  pour  43  et  39.  Or  il  en  est 
ainsi  deN.  En  effet,  on  a  pour  i  1  la  décomposition  canonique 

1  I  =  I*  +  2.5.  i'. 

.Mais  pour  43,  on  n'en  a  aucune;  et,  pour  59,  on  en  a  àiHW 

59=  1*  +  2.29.  I*, 
59  =  7^  -t-  2.5.  I-. 

Enfin  pour  h/ =:  107,  on  retrouve  N  impair,  N  =  3,  comme  le  mon- 
trent les  équations 

107=  1*4-  2.53.1*, 

107  =  7*  +  2.29.1-, 

1071=9*  +  2.  i3.  I*. 

Notre  théorème  a  donc  toujours  lieu. 
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THEOREME 

CONCERNANT  LES  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME  24/  +  i3: 
Par  m.  J    LIOUVILLE. 


Le  théorème  que  nous  voulons  énoncer  ici,  an  sujet  des  nomhres 
premiers  de  la  forme  24A-4-i3,  consiste  en  ce  que  pour  chaque 
nombre  donné  m,  de  cette  espèce,  on  peut  poser  au  moins  une  fois,  et 
toujours  un  nombre  impair  de  fois,  l'équation 

X  et  j'  étant  des  entiers  impairs,  et  /;  un  nombre  premier  i/^g-h  7) 
qui  ne  divise  pas  j"  :  on  admet  pour  /  la  valeur  zéro. 

En  d'autres  termes,  si  d'un  nombre  premier  donné  7?i,  de  la  forme 
2^k -\-  i3,  on  retranche,  tant  que  faire  se  peut,  le  sextuple  des  carrés 
des  nombres  impairs  1,  3,  etc.,  il  y  aura  un  nombre  impair  de  restes 
susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme 

p  étant  lui  nombre  premier  non  diviseur  de  /.  Quant  à  la  forme 
linéaire  (24g  +  7)  que  nous  attribuons  à  p,  c  est  une  conséquence  im- 
médiate de  l'équation 

qui,  dans  les  conditions  où  nous  nous  sommes  placés,  entraîne  ces  deux 
congruences 

p^']     (  mod .  8  ) 
et 

p^  I     (mod.  3). 
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Le  nombre  premier  le  plus  pefit  que  la  formule 

il^k  -f-  i3 

puisse  nous  offrir  est  i3.  Or  on  a 

i3  =  6. 1^  +  7.1% 

ce  qui  s'accorde  avec  notre  théorème,  le  nombre  premier  7  se  dédui- 
sant de  la  formule 

24g +  7' 
en  y  prenant  g  =  o. 

En  prenant  A  =  i ,  on  a  encore  un  nombre  premier,  savoir  87,  et 
l'équation  canonique 

37=6.1^  +  31. I^ 

Soit  à  présent  k=  2,  d'où  m  =  61  ;  c'est  encore  un  nombre  pre- 
mier, et  l'on  a  encore  une  seule  équation  canonique  : 

61  =6.3^  +  7. I^ 

En  posant  k=.'5,  on  trouverait  un  nombre  composé;  mais  pour 
k  =  4>  on  a  le  nombre  premier  109,  et  l'équation  canonique 

109  =  6.1^  +  io3.  I*. 

Toujours  notre  théorème  est  vérifié. 
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THÉORÈME 

CONCERNANT   LES   NOMBRES  PREMIERS   DE   LA    FORME    24/^  +  1: 
Par  m.  J.  LIOU VILLE. 


Soit  m  un  nombre  premier  de  la  forme  slik  +  i .  Je  pose  de  toutes 
les  manières  possibles  l'équation 

m  =  1 2X^  -+-  p*'^*  j'*, 

JT  et  pétant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  qui  ne  divise 
pas  y  :  j'admets  pour  l  la  valeur  zéro.  On  demande-  une  règle  simple 
qui  dise  à  priori  si  le  nombre  N  des  décompositions  de  m  sous  la 
forme  indiquée  est  pair  ou  impair. 

Nous  répondrons  à  cette  question  en  remarquant  que  pour  tout 
nombre  premier  m  de  la  forme  i/^k  +  r,  on  peut  poser,  d'une  seide 
manière,  en  nombres  entiers,  l'équation 

m  =  a^  +  "i^b^, 

et  en  ajoutant  que  l'on  a  toujours 

N^/;     (mod.  2), 

en  sorte  que  N  est  pair  quand  b  est  pair,  mais  impair  quand  b  est  im- 
pair. Nous  n'avons  pas  besoin  d'avertir  que  zéro  est  compté  comme 
nombre  pair. 

Les  quatre  nombres  premiers  les  plus  petits  que  la  formule  i/fk  -i-  r 
fournisse  sont 

73  =  7^  +  24.1% 

97=  l*  +  2/|.2*, 

193=  1 3* -1-24  1% 
24i=5»  +  24,3^ 
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Pour  le  second  de  ces  nombres,  b  est  pair,  N  doit  donc  aussi  l'être. 
Pour  les  trois  autres,  h  étant  impair,  N  doit  être  impair.  Or  il  est  aisé. 
en  effet,  de  s'assurer  que  noire  équation 

m—  \-2X^  +  f/'*'  f'^ 

est  impossible  pour  m  —  97,  de  façon  qu'alors  N  =  o,  tandis  que  1  on 
a  N  =  I,  relativement  aux  trois  autres  valeurs  de  m  citées  plus  haut 
73,   jgB,  -241;  c'est  ce  que  prouve  pour  73  l'équation   canonique 

73  =  12. 1"  +  61 .  i^, 

puis  pour  193  et   i4i    les  équations  canoniques  respectives 

193=  12.1^-4-  181.1^ 
et 

i[\\  =  12.1^  +  229.  i^. 

Il  est  bon  de  faire  observer  que  les  nombres  premiers  qui  figurent 
aux  seconds  membres  des  équations  que  nous  venons  d'écrire  sont 
tous  de  la  forme  24g  +  i3.  C'est  qu'en  effet,  dans  les  conditions  où 
nous  nous  sommes  placés,  l'équatioti 

m  =  1 2X^  +  p"-*-'  jr'^ 

entraine  les  deux  congruences 

p^5     (mod.  8) 
et 

p^  i     {  mod .  3 ), 

d'où  résidte  nécessairement 

p=  24g:  +  i3. 
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THEOREME 

CONCERNANT  LES  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME  4o(i+3; 
Par  m.  J    LIOITVILLE. 


Soit  m  un  nombre  premier  donné,  de  la  forme  4oy-  +-  3.  Posons  de 
toutes  les  manières  possibles  l'équation 

m  =  (io«-H  3)^  +  ip"*'  j\ 

t  étant  un  entier  indifféremment  pair  ou  impair,  positif,  nui  ou  négatif, 
tandis  que  j  eX  p  sont  impairs  et  positifs,  de  plus  p  premier  et  non 
diviseur  de  j  :  nous  admettons  pour  /  la  valeur  zéro.  On  demande 
une  règle  facile  qui  dise  à  priori  si  le  nombre  N  des  décompositions 
de  m  ainsi  obtenues  est  pair  ou  impair,  zéro  étant  compté  comme 
nombre  pair. 

Pour  répondre  à  cette  question,  j'observe  que  le  nombre  premier  m 
étant  de  la  forme  4ofJt,+  3  est  ^  3  (mod.  8)  et  que  par  conséquent 
on  peut  poser,  d'une  seide  manière,  en  nombres  entiers, 

m  =  a"  -+-  ih- . 

Or  tout  dépend  ici  de  la  valein-  de  a  (  mod.  5);  car  N  est  impair  quand  n 
est  divisible  par  5,  mais  pair  quand  a  est  premier  à  5. 
Les  entiers  fournis  par  la  formule  générale 

{io<  +  3)^ 

en  y  faisant  successivement  <  =  o,  t  ^  it  i,  /  =  ±  2,...,  sont 

y,  f,   i3%    17%  23*,...; 

vérifions,  d'après  cela,  noire  théorème  en  prenant  pour  m  les  nombres 

Tome  VI  (2'  série)    —  Avril  1861.  *^ 
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premiers  4op.  +  i  les  plus  petits,  savoir 

3,  43,  83,    i63,  283. 
C^omme  on  a 

3==  12  +  2.1% 

43  =  5= +  2.3=, 

83  =  9=  +  2.i% 
i63=  1^4-  2.9*, 
283^  1 1^  +  2.9=, 
ce  qui  donne  pour  n  les  valeurs  respectives 

I,   5,   9,    I,   11, 

on  voit  que  N  doit  être  impair  pour  43,  mais  pair  pour  3,  83,  i63  et 
283.  Or  on  trouve  en  effet  N  =  1  pour  m  =  43,  en  vertu  de  l'équation 
canoni(}U(' 

43  =  3=+  2.17.1  =  , 

tandis  que  l'on  a  N  =  o  poin-  m  =  3  et  m  =  i63,  et  N  =;  2  pour 
m  =  83  et  m  =  283,  les  équations  canonicpies  étant,  dans  ces  (\e\i\ 
derniers  exemples, 

83  =  3=  +  2.37.i% 

83  =  7» -1-2. 17.1=, 
puis 

283  =  3= -^  2. 137.1% 

283  =  7=-^2.r3.3=. 

I.e  nombre  piu^nncr  p  cpii  Bgiu'e  au  secontl  membre  de    récpialinn 

m  =  (io<  -H  3)*  -h  ip*'^'  y- 

doit,  dans  les  conditions  ou  nous  nous  sommes  placés,  vérifier  les  deux 
congruences 

l)=ii        inod.  4)>  />  =  ±  3      (mod.  5). 

Il  est  donc  toujours  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes  aog  -H  i3, 
aoy-i-  17. 
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THÉORÈME 

CONCERNANT   LES   NOMBRES  PREMIERS  DE  LA   FORME  40^  +  27; 
Par  m    .1    LIOIIVILLE. 


Soit  m  lin  nombre  premier  donné,  de  la  forme  4of-  +  ^t.  Posons  de 
tontes  les  manières  possibles  l'éqnalion 

m  —{lot  -4-  t)'  +  i[>*'^^  j^, 

/étant  un  entier  indifféremment  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  négatif, 
tandis  que  j-  et  p  sont  impairs  et  positifs,  de  plus  p  premier  et  non 
diviseur  de  _/  :  nous  admettons  pour  l  la  valeur  zéro.  On  demande  une 
règle  facile  qui  dise  à  priori  si  le  nombre  N  des  décompositions  de  m 
est  pair  ou  impair,  zéro  étant  compté  comme  nombre  pair. 

Ici,  comme  pour  la  question  analogue  traitée  dans  l'article  précé- 
dent pour  les  nombres  premiers  4o/x  +  3,  nous  nous  servirons  de  l'é- 
quation 

171  =:  a}  -\-  ab- 

qui  continue  à  avoir  lieu,  parce  que  les  nombres  premiers  ^op.  -+-  27 
sont  eux  aussi  ^3  (mod.  8).  Et  la  conclusion  sera  la  même,  à  savoir 
que,  celte  fois  encore,  N  est  impair  quand  a  est  divisible  par  5,  mais 
pair  quand  a  est  premier  à  5. 

Les  entiers  fournis  par  la  formule  générale 

(Io«  +  I)^ 

en  y  faisant  successivement  t=^o,t=:±i,t^^zï:.  2,...,  sont 
1%  9''    'i''    '9%   21%...; 

vérifions  d'après  cela  notre  théorème  en  prenant  pour  m  les  nombres 

14. 
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premiers  4o/x  +  27  les  plus  petits,  savoir  : 

67,   107,   227. 

Comme  on  a 

67  =  7^  +  2.3^ 

107  =  3"  +  2.7', 

227^  l5"  +  2.l'', 

ce  qui  doiin<>  pour  n  les  valeurs  respectives 
7,   3,    i5, 

on  voit  que  N  doit  être  impair  pour  227,  mais  pair  pour  67  et  107.  Or 
on  a,  en  effet,  N  =  o  pour  771  =  67;  P"'^  N  :=  2  pour  m  =107,  a 
cause  des  équations  canoniques 

107  =  i"  +  2.53.  I*, 
107  =  9^  +  2.13.1"; 

enfin  N  :=  3,  pour  m  :=  227  :  dans  ce  dernier  exemple,  les  équations 
canoniques  sont 

227  =  i'  +  2. 1 13.  I*, 

227=9*  +  2.73.1", 

227  =:  I  i"  +  2.53.  i". 

Le  nombie  j)remier /;  qui  figure  au  seiond  membre  de  léquation 

/n  =  4ofJi.  +  27  =  (10/  +  1)"  -+-  2/»*'"^'  j' 

doit  évidcmrutînl  vérifier  les  deux  congruences 

/J=Ei      (mod.  4)j  p^±?>     (mod.  5); 

il  est  (loin  ,  (  oiiime  dans  l'article  précédent,  de  l'une  ou  de  l'aiilre  des 
deux  formes  20^'  +  i3,  20g  +  17. 
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THEOREMES 

COSCERNAST 

LE  QUINTUPLE  D'UN  NOMBRE  PREMIER  DE  L'UNE  OU  DE  L  AUTRE 
DES  DEUX  FORMES  4of.  +  7,  40^1 -f- 28; 

Par  m    J.  LIOU ville. 


Nous  avons  déjà  donné  (dans  le  cahier  d'octobre  1860)  deux  théo- 
rèmes concernant  respectivement  les  nombres  premiers  ^Ofj.  +  7  et  les 
nombres  premiers  Zjop-  -f-  a3  :  l'énoncé  changeait  suivant  qu'on  s'oc- 
cupait de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  classes, de  nombres  pre- 
miers. Ici,  au  contraire,  nous  mêlons  les  deux  classes  et  nous  considé- 
rons le  quintuple  (5m)  d'un  nombre  premier  m  qui  peut  être  indif- 
féremment de  la  forme  4o,u.  +  7  ou  de  la  forme  Itop.  -h  rî3  sans  que 
nos  énoncés  changent. 

Théorème  I.  —  «  Pour  chaque  nombre  premier  m,  de  l'une  ou  de 
«  l'autre  des  deux  formes  40^.-1-7,  [\oiJ.-+-  23,  on  peut  poser  au 
»    moins  une  fois  fet  toujours  un   nombre  impair  de  fois)  l'équation 

5m  =  !  10;  -f-  i)°  +  'ip'''*\y-. 

1)  /  étant  un  entier  quelconque,  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  néga- 
»  tif,  tandis  que  j-  et  p  sont  impairs  et  positifs,  de  plus  p  |)reniier  et 
»   non  diviseur  de  j\    » 

En  d'autres  termes,  si  du  quintuple  d'un  nombre  premier,  de  l'une 
ou  de  l'autre  des  deux  formes 

liOfj.  -f-  7,        4o,'J.  -i-  23. 
on  retranche,  tant  (pie  faire  se  peut,  les  termes  de  la  suite 
l^   9%    ll^    19=,  aiS..., 
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que  la  formule 

fournit  en  y  prenant  t  =^  o ,  t  =  ±  i ,  t  =  ±  2, . . . ,  \\  y  ;nir;i  un  nombre 
impair  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme 

p  étant  un  nombre  premier  non  diviseur  de  j. 

Il  est  bien  évident  que  l'entier  j-  est  impair.  Quant  à  la  forme  li- 
néaire du  nombre  premier  p,  nous  remarquerons  que,  dans  les  condi- 
tions 011  nous  nous  sommes  placés,  l'équation 

5m=:(io<  +  if  +  ^p"^\j^ 
entraine  ces  deux  congruences 

p^\  (mod.  l\ j 

et 

/)^  ±:  3     (mod.  5). 

Il  s'ensuit  que  p  est  de  l'une  des  deux  formes 

20V  -f-  i3,      20V  -I-  17. 

Nous  nous  bornerons  aux  exemples  les  plus  simples  eu  prenant 
d'abord  m  =  7,  /n  =  23,  m  =  47-  Pour  chacun  de  ces  nombres,  on 
trouve  une  seule  équation  canonique,  savoir 

5.7=  1^ ^-  2. 17. i^, 
puis 

5.23  =  9'  +  2. 17.1', 
enfin 

5.47=i»  +  2.i3.3^ 

Notre  théorème  .se  vérifie  égalemenl  poiu'  m=  io3;  mais  on   a   alors 
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trois  équations  canoniques  : 

5.  io3=:  1* -(- 2.257. 1^, 
5.  io3  =  I  i^  +  2.  [97.1*, 
5.  io3  =  21^  +  2.37.  I*. 

Théorème  II .  —  «  Pour  chaque  nombre  preiniei-  m,  de  l'une  ou  de 
»  l'autre  des  deux  formes  4o|x  +  7,  l\oiJ. -\-  23,  on  |)eut  poser  au 
«    moins  une  lois  {et  toujours  un  nombre  impair  de  fois)  l'équation 

5m  —  (io<  +  3)''' +"  2^*'"^' J--, 

»  i  étant  un  entier  quelconque,  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  négatif, 
}>  tandis  que  J"  ei  p  sont  impairs  et  positifs,  de  plus  p  premier  et  non 
»   diviseur  de  j".    » 

En  d'autres  termes,  si  du  quintuple  d'un  nombre'premier,  de  l'une 
ou  de  l'autre  des  deux  formes 

4o/X  +  7,        liOjJ.  ■+-   23, 

on  retranche,  t;uit  que  faire  se  peut,  les  termes  de  la  suite 

3%  7^   i5\    ,7%  23%..., 
que  la  formule 

(io<  +  3)= 

fournit  en  y  prenant  t  =^  o,  f  =  ±i,  <  =  ±;2,  etc.,  il  y  aura  un 
nombre  impair  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la  forme 

p  étant  un  nombre  premier,  non  diviseiu-  de  r. 

Il  est  bien  évident  que  l'entier  j  est  impair.  Quant  au  nombie  pre- 
mier/?,  on  trouve,  comme  pour  le  théorème  1,  qu'd  doit  être  de  lune 
des  deux  formes 

20 V  -I-  i3,      20V  4-  17. 

dette  fois   encore,    nous   nous   bornerons   aux   exemples   les   plus 
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simples.  Faisant  d'abord  m  =  7,  /«  =  aS,  /m  =  47,  nous  Irouveroiis 
notre  théorème  confirmé  par  les  équations  canoniques  respectives 

5.7  =  3'  -f-  2.l3.1% 
puis 

5.a3  =  3=  +  2.53.l^ 
enfin 

5.47  =  3'  +  2. 1 13.  i^. 

Il  l'est   également    pour  /m=io3;  car  on  a  alors  les  trois  écpiations 
canoniques  que  voici  : 

5.  io3  =  7"  +  2.233. 1 '. 
5.io3^i3'-f-2i73.i^, 
5. i<)3  =  1 7^-1-2. 1  i3. 1 ^. 

Xous  ne  voyons  aucun  intérêt  à   pousser  |)iiis  loin  ces  vei-ificatious 
ruunériques. 
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THEOREMES    .GENERAUX 

CONXERNANT 

LES   COURBES   GÉOMÉTRIQUES    PLANES   D'UN    ORDRE   QUELCONQUE; 

Par    m.    E.    DE   JONQUIÈRES. 


I.  Définitions.  —  Je  dirai  que  des  courbes  géométriques  jjlanes  du 
degré   n   forment    une   série,  quand    elles    ont   toutes    en    commun 

-n[n  +  3)  —  I  conditions  quelconques,  c'est-à-dire  quand  elles  satis- 
font toutes  à  autant  de  conditions,  moins  une,  qu'il  en  faut  pour  dé- 
terminer une  courbe  de  ce  degré;  et,  si  N  désigne  le  nombre  des 
courbes  de  cette  série  qui  peuvent,  en  outre  de  ces  conditions  com- 
munes auxquelles  elles  sont  assujetties,  passer  par  un  point  quelconque 
donné,  je  dirai  que  la  série  est  d'indice  N. 

Par  exemple,  des  coniques  qui  passent  toutes  par  deux  mêmes 
points  et  louchent  deux  mêmes  droites,  forment  une  série  d'indice  4, 
parce  qu'on  peut  faire  passer  quatre  de  ces  courbes  par  un  point 
quelconque. 

Ainsi  encore,  les  cercles  osculateurs  d'une  courbe  géométrique  du 

3 
degré  m  forment  une  série  d'indice  -in{ni  —  i),    parce  qu'il   ne  faut 

qu'une  condition  pour  déterminer  un  cercle  osculateur,  et  que,  par 

3 
un  point  donné,  il  passe  -m [m —  i)  de  ces  cercles,  ainsi  qu'on  le  verra 

ci-apres  (XVII). 

Si  les  conditions  communes  aux  courbes  de  la  série  sont  simplement 

des  points,  auquel  cas  elles  en  ont,  comme  on  sait,   -(n  —  i)  (w  —  a) 

autres  communs,  en  outre  des  -  ra  («  -f-  3)  —  i  dont  il  s'agit,  N  est  égal 

à  l'unité,  et  la  série,  qui  est  alors  d'indice  i ,  prend  le  nom  de  faisceau. 

Tome  VI  (2*  série).  —  Avbil  1861.  I  0 
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II.  Je  rappellerai  aussi  les  définilions  et  les  propositions  suivantes  : 
1°  L'rt.re  harmonique  d'un  point,  par  rapport  à  une  courbe  géomé- 
trique, est  une  ligne  droite,  lieu  géométrique  des  centres  harmoniques, 
relatifs  à  ce  point,  des  points  dé  rencontre  d'une  transversale  quelconque 
issue  de  ce  point  avec  la  courbe  (Cotes). 

1°  I.'axe  harmonique  d'un  point  d'une  courbe  n'est  autre  chose  que 
la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point. 

L'axe  harmonique  d'un  point  ne  passe  par  ce  point  que  dans  le  cas 
où  ce  point  appartient  à  la  courbe. 

3°  La  courbe  polaire  d'un  point,  par  rapport  à  une  courbe  de  de- 
gré ;/2,  est  le  lieu  géométrique  des  points  dont  les  axes  harmoniques 
passent  par  ce  point  ;  elle  est  du  degré  [m  —  i  ). 

4°  Les  courbes  polaires  jles  différents  points  d'une  droite  passent 
toutes  par  [m  —  i  )'  |)()ints  fixes,  pôles  de  la  droite. 

L'un  des  pôles  d'une  droite  ne  peut  être  situé  sur  cette  droite  que 
si  elle  est  une  tangente  de  la  cou7'be  C,„;  ce  pôle  est  alors  le  point  de 
contact. 

5"  La  courbe  enveloppe  des  axes  harmoniques  des  points  d'une 
droite,  par  rapport  à  une  courbe  du  degré  m,  est  une  courbe  de  la 
classe  [m —  i).  [Chasles,  Cours  professé  à  la  Sorborine  en  1 856- 1857.] 

III.  TnÉORTME  I.  —  La  courbe  enveloppe  des  axes  harmoniques  d'un 
point  P,  par  rapport  aux  courbes  d'ordre  n  d'une  série  d'indice  N,  est 
de  la  classe  N. 

11  suffit  de  prouver  qu'on  ne  peut  mener  que  N  axes  harmoniques 
par  un  point  quelconque,  par  exemple  par  le  point  P  lui-même. 

En  effet,  les  seuls  axes  harmoniques  du  point  P  qui  passent  en  P, 
sont  (II,  a")  les  tangentes  en  ce  point  aux  courbes  de  la  série  qui  y 
liassent  elles-mêmes.  Or  le  nombre  de  ces  courbes  est  N  par  hypothèse. 
Tel  est  donc  aussi  le  nond)re  des  tangentes,  c'est-à-dire  des  axes  har- 
moniques cjui  passent  en  P;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

J  V.  Le  M  M  F.  —  Toutes  les  courbes  C„  d  une  série  d  indice  N  peuvent 
être  représentées  ann/j  tiqueinent  par  une  équation  V  {j-,x)  du  degré  n, 
dont  Ions  les  roejfwients  sont  des  Jonctions  algébriques,  entières  et 
rationnelles  d  une  indéterminée  ).,  qui  s'élève,  dans  l'un  il' entre  eux  ait 
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moins,  au  {/egré  N,   mais  jamais  à  un  degré  supérieur,   taudis  que 
-«(«+3)—  I  d'entre  eux  sont  de  certaines  Jonctions  déterminées  des 

paramètres  des  -«(«  -f  3)  —  i  équations  qui  expriment  tes  conditio/is 
auxquelles  sont  assujetties  toutes  les  courbes  de  la  série. 

En  effet,  pour  toute  valeur  de  X,  l'équation  représente  une  courbe 
du  degré  n  satisfaisant  aux  conditions  de  la  série;  et,  si  l'on  substitue 
A  X  et  j  les  valeurs  qui  conviennent  anx  coordonnées  d'un  point 
quelconque  donné  a,  on  obtient  une  équation  du  degré  N  en  X  qui 
donne  N  valeurs  de  cette  indéterminée  et  par  conséquent  N  courbes 
distinctes  passant  sur  le  point  a,  ce  qui  est  précisément  le  caractère  de 
la  série  d'indice  N  que  1  on  considère. 

Par  exemple,  si  N  =  i ,  c'est-à-dire  si  les  courbes  forment  un  faisceau, 
et  que  les  équations  de  deux  d'entre  elles  soient 

J-"  ■+-  a  xy"^^  -\-  b  x"  -\-  .  .  .  +  s  y  -\-  tx  +  u  =  o 
y"  +  a'xy"'^  +  b'x"  -+-...  -\-  s'y  -+-  t'x  -f-  u'  =  o, 

on    sait   que  l'équation   d'une  courbe  quelconque  du  faisceau  sera 
(X  représentant  une  indéterminée) 

y"[i-\-\)-hxy"-'{a  +  \a)+x''[b->r'kb')  -)-...  -|-a;(; +X/) -+-(« +  a«')  =  o, 

qui  satisfait  aux  conditions  du  Lemme. 

V.  Théorkme  II.  —  Parmi  les  courbes  C„  dune  série  d'indice  N,  // 
f  en  a  ^{n—  i  )  N  qui  touchent  une  droite  donnée  L. 

En  effet,  la  droite  L  coupe  les  courbes  de  la  série  en  des  points  dont 
les  abscisses  sont,  d'après  le  Lemme,  les  racines  d'une  équation  du 
degré  n  en  x,  dont  certains  coefficients,  sinon  tous,  contiendront  une 
indéterminée  X  au  degré  N,  mais  non  pas  à  un  degré  supérieur. 

A  toute  valeur  de  X  qui  rend  égales  deux  racines  de  cette  équation, 
il  correspond  une  courbe  C„  qui  touche  la  droite  L.  Or  la  condition 
d'égalité  de  deux  racines  s'exprime  par  une  équation  du  degré  7.{n—  \) 

r5.. 
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par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  en  Jc[*].  Donc  cette  équation 
de  condition  est  du  degré  2(n  — i)N  en  X.  Donc  enfin  il  existe 
2  (/2  —  I  )N  courbes  de  la  série  qui  touchent  la  droite  L  [**]. 

Corollaire.  —  Ou  conclut  sans  difficulté  du  théorème  précédent 
que  : 

Théorème  III.  —  Si  par  un  point  P  on  mène  des  tangentes  aux 
courbes  C„  d'une  série  d'indice  N,  le  lieu  des  points  de  contact  est  une 
courbe  de  degré'  (  2  «  —  i  )  N,  qui  passe  N  fois  par  le  point  P. 

On  conclut  ensuite  de  ce  théorème  que 

Si  d'un  point  fixe  on  abaisse  des  normales  sur  les  courbes  d' une 
série  d'ordre  n  et  d'indice  N,  leurs  pieds  sont  situés  sur  une  courbe  du 
degré  a  «  N  ; 

El  en  particulier  que 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  fixe  sur 
les  tangentes  d^une  courbe  géométrique  du  degré  m,  est  une  courbe 
du  degré  2  m  [m—  i)  qui  est  douée,  au  point  fixe,  d'un  point  multiple 
de  l'ordre  m  {m  —  i)  [***]. 

J'ai  démontré  ce  dernier  théorème,  par  une  voie  différente,  dans  un 
article  inséré  au  toine  II  {2"  série)  du  Journal  de  Mathématiques. 

VI.  On  peut  aussi  démontrer  directement  le  théorème  111,  duquel 
le  théorème  il  se  déduit  ensuite  immédiatement. 
Pour  cela  je  prouverai  d'abord  que 


[*]  Voir,  par  exemple,  la  Note  sur  fcUmination  qui  se  Iroiivc  dans  l'appendice  du 
Traite  lia  Rév.  G.  Salmon  sur  les  courbes  supérieures ,  p.  296. 

[  **]  Cette  formule  semble  être  en  défaut  quand,  n  étant  égal  à  2,  il  y  a  plus  d'une 
ilroitc  tangente  parmi  les  conditions  communes  aux  coniques  de  la  série.  Cette  anomalie 
apparente  sera  expliquée  ci-après  (X). 

[***]  Cette  courbe  possède,  à  l'infini  sur  un  cercle,  deux  autres  ]>oinls  multiples, 
imaginaires,  de  l'ordre  m[m  —  i)  (Chasles,  Comptes  rendus,  t,  LI,  Propriétés  relatives 
an  iléplacen\ent  fini  d'un  corps,  etc.,  §  1^). 
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Théorkmk  IV.  —  Les  courbes  polaires  (l'un  pohu  [^relatives  auoc 
courbes  C„  dune  série  d'indice  'N  Jorment  elles-mêmes  une  série  d'in- 
dice N,  mais  d'ordre  {n  —  i). 

Toutes  ces  courbes  polaires  sont  du  degré  {n  —  1);  il  ne  faut  plus 
qu'une  seule  condition  pour  déterminer  chacune  d'elles.  Donc  tout 
ce  qu'il  reste  à  prouver,  c'est  qu'il  passe  N  de  ces  polaires,  et  pas  da- 
vantage, par  un  point  quelconque  I. 

En  effet,  une  courbe  polaire  d'un  point  P  est  le  lieu  des  points  dont 
les  axes  harmoniques  passent  par  ce  point  (II,  3°).  Donc  il  passe  par 
le  point  I  autant  de  courbes  polaires  du  point  P,  qu'il  passe  par  le 
point  P  d'axes  harmoniques  du  point  I.  Mais  les  axes  harmoniques 
du  point  I  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  N  (théor,  1);  donc  il 
en  passe  N  par  le  point  P.  Donc  aussi  il  passe  N  courbes  polaires  du 
point  P  par  le  point  I  ;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Je  prouverai  en  second  lieu  que 

Théorème  V.  —  Si  à  une  courbe  C„  d'une  série  d'ordre  m  et  d'in- 
dice N  il  ne  correspond  quune  seule  courbe  C„  dans  une  autre  série 
d'ordre  n  et  d indice  N,  et  récipioquenient,  le  lieu  des  points  d'intersec- 
tion de  deux  courbes  C^  et  C„  correspondantes  est  du  degré  N(//t  +  n  ,. 

Il  faut  prouver  que  le  lieu  cherché  possède  N(//i  +  n)  points  sur  une 
droite  quelconque  S. 

Soit  m  un  point  variable  de  L  :  il  passe  par  ce  point  N  courbes  C,„ 
donnant  lieu  à  N  groupes  de  m  points  chacun  sur  L;  appelons  géné- 
ralement X  les  abscisses  de  ces  points  d'intersection.  Aux  N  courbes  C,„ 
il  correspond  par  hypothèse,  et  une  à  une,  N  courbes  C„,  lesquelles 
donnent  lieu  sur  L  à  N  groupes  de  n  points  m'  chacun,  correspondants 
groupe  par  groupe  aux  N  premieis;  appelons  généralement  :jr'  les 
abscisses  de  ces  points  m'. 

A  un  point  m  il  correspond  donc  N  groupes  de  poiîitsw';  et,  réci- 
proquement, à  un  point  m' il  correspond  N  groupes  de  points  m. 

Donc  les  variables  x  et  x'  sont  liées  entre  elles  par  une  équation 
composée  de  N  facteurs  dont  chacun  est  de  la  forme 

Ax"'x'"  -^Bx'"x'"-'  -h  C  X'"--'  x'"  -{-  .  .  .  =  o. 
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car  toute  valeur  de  x'  donne  N  groupes  de  m  valeurs  de  a-,  et  toule 
valeur  de  x  donne  N  groupes  de  n  valeurs  de  jt'. 

Pour  tous  les  points  de  L  qui  appartiennent  à  la  fois  à  deux  courbes 
correspondantes  C,„,  C„,  on  a  x  =  .x'.  Or  cette  hypothèse  réduit 
l'équation  ci-dessus  à  une  équation  en  .r  seul  composée  de  N  facteurs 
chacun  du  degré  (m -4- «)  et  qui  a  par  conséquent  N  (/«  +  «)  racines. 
Tel  est  donc  aussi  le  nombre  des  points  de  L  qui  appartiennent  au  lieu 
cherché.  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  Si  les  courbes  de  la  première  série  sont  les  courbes 
polaires  d'un  point  P  par  rapport  à  celles  de  la  seconde,  on  a 
in^(n  —  i);  les  courbes  se  correspondent  une  à  une,  et  le  lieu  de  leurs 
points  d'intersection  mutuels  est,  d'après  ce  qui  précède,  du  degré 
N(2n  —  i).  Or  un  point  d'intersection  d'une  C„  et  de  sa  polaire  a 
|)our  axe  harmonique  une  droite  tangente  à  C„  en  ce  point  et  qui  passe 
par  le  point  P.  Donc  le  théorème  III  est  démontré  et  par  conséquent 
aussi  le  théorème  II. 

VII  Théorème  VI.  —  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  L,  lelatifs  au.x 
courbes  C„  d'une  série  d  indice  N,  est  une  courbe  du  degré  2  [«  —  i)  N, 
c'est-à-dire  dont  le  degré  est  égal  au  nombre  des  C„  qui  touchent  une 
droite  quelconque. 

Il  suffit  de  prouver  que  le  lieu  cherché  possède  i*  («  —  i)N  points 
sur  une  droite  quelconque,  par  exemple  sur  la  droite  L  elle-même. 

En  effet,  les  seuls  pôles  de  L  qui  puissent  exister  siu-  cette  droite 
sont  [II,  4")  les  |)oiuts  de  contact  des  courbes  de  la  série  qui  lui  sont 
tangentes.  Or  le  nombre  de  ces  courbes  est  a(«—  i)N  d'après  le 
théorème  II.  Tel  tst  donc  aussi  le  nombre  des  points  de  contact,  cest- 
a-diro  le  nond)re  des  pôles  situés  sur  L. 

VIII.  TnÉoRi^ME  VII.  —  Le  lieu  des  points  qui  ont  même  axe  harmo- 
nique par  rapport  à  une  courbe  fixe  C,„  du  degré  m,  et  par  rapport  à 
l'une  des  courbes  C„  d'une  série  d'indice  N,  e^t  une  courbe  du  degré 

N{m  -)-  9. «  —  3). 

11  faut  prouver  que,  sur  une  droite  quelconque  L,  il  existe 
N(a«  +  an  —  3)  points  satisfaisant  à  la  question. 
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Désignons  par  x  et  x'  les  abscisses  de  deux  points  variables  m,  m 
(le  L,  dont  la  dépendance  mutnelle  va  être  expliquée. 

Un  jxtint  m  donne  lieu  à  un  seul  axe  harmonique  X  de  ce  point, 
relativement  à  la  courbe  fixe  C,„  ;  et,  d'après  le  théorème  VI,  il  existe, 
sur  L,  2(«  —  i)N  points  m',  et  pas  davantage,  qui  ont  cette  même 
droite  X  pour  axe  harmonique  relativement  à  certaines  courbes  de 
la  série. 

Réciproquement,  un  point  m' a  pouraxos  harmoniques,  relatifs  aux 
C„  de  la  série,  toutes  les  tangentes  à  une  courbe  de  la  classe  N  (théo- 
rème I).  Cette  courbe  a  N  (/«  —  i)  tangentes  communes  avec  la  courbe 
enveloppe  (II,  b°'\  des  axes  harmoniques  des  points  de  L  par  rapport 
à  la  C,„  fixe.  Ainsi  il  existe  N(»n  —  1)  axes  harmoniques  du  point  m' . 
relatifs  aux  C„,  qui  sont  en  même  temps  des  axes  harmoniques  de  cer- 
tains points  de  L  par  rapport  à  la  C^  fixe,  et  ces  points  m  sont  au 
nombre  de  N(/n  —  i).  En  d'autres  termes,  à  un  point  m' il  correspond 
(en  se  renfermant  dans  les  conditions  de  la  question)  N(»2  —  1 
points  m,  tandis  qu'à  un  point  ni  il  correspond,  comme  on  Ta  dit 
plus  haut,  i{n  —  i)N  points  m'. 

Donc  les  abscisses  x  et  x'  de  ces  points  sont  liées  entre  elles  par  luie 
équation  de  la  forme 

A^'*('"-".:l'''"-'"*+  ...  =  o. 

Si  l'on  y  suppose  x=^x',  l'équation  en  x  seul  aura  pour  racines 
les  abscisses  des  points  dont  chacun  a  même  axe  harmonique  dans 
la  C,„  fixe  et  dans  l'une  des  C„.  Or  cette  équation  est  du  degré 
m  [m -\- 171—  3)  en  x.  Tel  est  donc  aussi  le  nomb''e  des  points 
de  L  qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée  ;  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

Si  N  =r  I ,  les  C„  forment  un  faisceau,  et  l'on  retrouve  une  pro|)o- 
sition  que  M.  Chasles  a  démontrée,  d'une  manière  très-différente,  dans 
ses  Cours  de  la  Sorbonne. 

Rcmnrciue.—  L'énoncé  du  théorème  VII  doit  subir  une  légère  modi- 
fication, dans  le  cas  où  l'une  des  conditions  auxquelles  sont  assujetties 
toutes  les  courbes  de  la  série  est  de  toucher  la  courbe  fixe  C,„,  par 
rapport  à  laquelle  on  prend  les  axes  harmoniques. 
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En  effet,  puisque  chacune  des  C„  touche  cette  courbe,  chacun  des 
points  de  la  C,„  jouit  de  la  propriété  d'asoir  le  même  axe  harmonique 
par  rapport  à  elle  et  par  rapport  à  l'une  des  courbes  de  la  série  ; 
de  telle  sorte  que  le  lieu  proprement  dit  se  réduit  alors,  abstraction 
faite  de  cette  Cm  qui  en  est  inie  branche,  à  une  courbe  du  degré 
N  [m  -t-  2«  —  3)  —m. 

Cette  remarque  sera  utile  ci-après  (XII). 

IX.  Théorème  VIII.  —  Le  nombre  des  courbes  C„  dune  série 
d  indice  >^  qui  touchent  une  courbe  fixe  C,„  est  N  tu  (m  -+-  in  —  3). 

.Supposons  qu'une  C„  touche  la  C,„  en  ce.  Ce  point  appartient  à  la 
courbe  C^  ,n+2n-3;  du  théorème  précédent.  Car  son  axe  harmonique,  re- 
latif à  la  C,„  ou  à  la  C„,  indistinctement,  est  la  tangente  at  commune  aux 
deux  courbes. Le  lieu  C.^ (,„+2n-3) coupe  la  courbe C,,, en  'Nm(m-\-  in—  3) 
points.  L'un  quelconque  de  ces  points  jouit  de  la  propriété  d'avoir  le 
même  axe  harmonique  dans  la  C,„  et  dans  l'une  des  courbes  de  la 
série.  Mais  le  premier  axe  est  tangent  à  C^,  puisque  son  pôle  est  sur 
C,„,  et  il  passe  par  ce  pôle.  Donc  (II,  If)  celle  des  C„,  relative- 
ment à  laquelle  il  est  aussi  l'axe  de  ce  pôle,  est  aussi  tangente  à  C,„  en 
ce  point. 

Donc  enfin  il  existe,  en  général,  et  sauf  la  diminution  causée  par 
l'existence  de  points  multiples  dans  la  courbe  C,„,  Nwi  [m  -+-  iti  —  1) 
points  de  contact  de  la  C^  avec  les  courbes  de  la  série. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  N  =  i ,  les  C„  forment  un  faisceau,  et 
le  théorème  devient  celui  qui  a  été  donné,  dans  les  Co«r.y /Ye/rt.S'orftowne, 
par  M.  Chasles,  dont  j'ai  ici  suivi  le  mode  de  démonstration. 

X.  Suppo.sous  que   les    conditions    comnnuies  aux  C„   soient   de 

loucher  une  courbe  fixe  C,„,  et  de  passer  par -«(«  + 3)  —  ?  points. 

D'après  la  remanjuc  du  paragra[)he  précédent ,  N  est  alors  égal  à 
m,  (m, -h  2«  —  3j.  Donc,  d'après  le  théorème  VllI,  le  nombre  des  C„  qui 
toucheront  une  seconde  courbe  fixe  C,„  sera 

m,  m^[m,  +  in  —  3)  (nu  +  m  —  3). 
.Si  les  conditions  communes  consistent  à  toucher  deux  courbes  fixes 
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C,H,:  C,„,  et  a  passer  par^/z  [ii  +  3)  —  3  points,   on  aura,  d'après  ce 

qu'on  vient  de  dire,  N  =  m,  m.,  {m,  +  2«  —  3)  (//«a  +  an  —  3).    Donc 
le  nombre  des  C„  qui  touclient  une  troisième  courbe  fixe  C,„   est 

m,  /«j  Wj  [m,  -+-  in  —  3)  [ni.^  -+-  in  —  3)  [m^  +  a»!  —3). 

En  continuant  ces  raisonnements,  on  arrive  au  théorème  suivant, 
qui  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  du  théorème  VIII,  savoir  : 

Théorème  IX.   —  Si  des  courbes  du  degré  ii  doh'ent  passer  par 

-  n  («  -f-  3)  —  /j.  points,  et  toucher  a  (ourbes  de  degrés  respectifs  m,  , 

m, ,  m^ ,  •  •  .  ,    '«„ ,    le    nombre   des  C„    qui   satisjonl   à    l<i  question 
est 

m,  ni^tn^ ..  .in^(m,-+^  m  —  3)(w,  +  2«  — 3)(/«3H-an  — 3)  ...{in^-hin  —  3). 

XI.  Cette  formule  a  été  donnée  par  M.  Bischoff  dans  le /o^rna/ ^Ye 
Crelle  (t.  LVIj,  et  déduite  par  ce  géomètre  de  considérations  très-diffé- 
rentes de  celles  qui  précèdent. 

^\\g  paraît  être  en  défaut  quand,  Ji  étant  égal  à  2,  c'est-à-dire  quand 
les  jC„  étant  des  coniques,  il  y  a  plus  de  deux  droites  tangentes  parmi 
les  conditions  de  la  question.  Ainsi  elle  donne  "i'i  pour  le  nombre  des 
coniques  qui  louchent  cinq  droites  ;  8  pour  celui  des  coniques  qui  en 
touchent  trois  et  qui  passent  par  deux  points,  etc. 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  singularité,  il  faut  remarquer  que 
des  coniques,  qui  se  trouvent  en  présence  de  trois  droites  qu'elles 
doivent  toucher,  prennent  une  dépendance  mutuelle  toute  particulière, 
résultant  de  ce  fait  que  les  trois  droites,  qui  joignent  les  sonunets  du 
triangle  donné  aux  points  de  contact  de  chaque  conique  avec  les  côtés 
opposés,  doivent  passer  par  un  même  point.  Le  nombre  des  coniques 
qui  satisfont  à  la  question  peut  ainsi  se  trouver  diminué,  parce  que 
plusieurs  d'enire  elles  deviennent  coïncidentes.  Ainsi,  quand  des  coni- 
ques circonscrites  à  un  quadrilatère  doivent  toucher  une  droite,  il  y  a 
généralement  deux  solutions.  Mais  si  deux  côtés  opposés  du  quadri- 
latère deviennent  infiniment  petits ,  c'est-à-dire  si  les  courbes  doivent 
toucher  deux  droites  fixes  en  deux  points  donnés,  les  points  de  contact 
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avec  la  troisième  se  confondent  en  un  seul ,  et  il  semble  ne  plus  y 
avoir  qu'une  seule  conique  tangente.  On  ne  doit  donc  pas  s'étoinier  que 
l'adjonction  d'une  quatrième  et  d'une  cinquième  droite  tangente,  en 
augmentant  la  dépendance  mutuelle  des  coniques,  fasse  diminuer,  dans 
une  progression  rapide,  le  nombre  des  solutions,  en  les  identifiant  les 
unes  avec  les  autres. 

La  cause  intime  de  cette  exception,  que  présentent  les  courbes  du 
second  degré ,  w.e  paraît  d'ailleurs  résider  dans  cette  autre  propriété 
singulière  et  caractéristique  dont  elles  sont  douées,  d'avoir  pour  po- 
laires réciproques  des  coiubes  du  même  degré  qu'elles.  Car  il  en 
résulte,  dans  toutes  les  questions  où  il  eniredes  points  ou  des  droites 
tangentes,  que  le  nombre  des  solutions,  au  lieu  de  suivre'  une  pro- 
gression continue,  comme  cela  a  lieu  poin-  les  courbes  d'un  ordre  plus 
élevé,  au  fur  et  à  mesure  qu'une  tangente  se  substitue  à  un  point  dans 
les  conditions  données,  il  en  résulte,  dis-je,  (pie  ce  nombre  cesse  de 
croître  dès  que  celui  des  tangentes  devient  égal  à  celui  dos  points,  et 
diminue  ensuite  par  une  progression  inverse  de  celle  qu'il  avait  suivie 
d'abord.  Par  exemple,  il  y  a  douze  coniques  qui  touchent  une  conique 
et  une  droite  données  et  qui  passent  par  trois  points,  et  il  y  a  pareille- 
ment, à  cause  de  la  polarité  réciproque  qui  ramène  ce  second  cas 
au  premier,  douze  coniques  touchant  inie  conique  et  trois  droites 
fixes  et  passant  par  un  point.  Mais  sans  doute  ces  douze  coniques  eu 
représentent  en  réalité  quarante -huit,  qui  sont  superposées  (piatre 
par  quatre;  et  de  même  dans  toutes  les  autres  questions  du  même 
genre. 

XII.  Supposons  que,  dans  celle  des  formules  du  §  X  qui  est 
relative  à  deux  courbes  tangentes,  ces  deux  courbes  se  confondent  en 


uneseule(,„,   la  formule  devient  m*  (w  -f-  9«  —  3),  et  elle  se  rapporte 
au  nombre  des  courbes  du  degré  «qui,  passant  par-  «(«-+-  3)  —  2 

points,  ont  avec  la  C,„  un  double  contact. 

Mais  il  faut  faire  subir  à  ce  nombre  une  diminution  dont  je  vais  ex- 
plif|uor  les  causes. 

\^^  |)r('mi('r  lieu,  1.»  courbe  du  théorème  VII,  lieu  des  points  (pu  oui 
tnérne  axe  harmonique  par  rapport  à  la  C,„  et  aux  C„,   n'est  jilus  que 
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(lu  degré  ni  [m  +  in  —  3)^  —  m,  d'après  la  remurqup  du  §  VIll.  Donc 
elle  ne  coupe  la  C,„  qu'en  »2^  (w  -{-  in  —  3)^  —  m^  points,  dont  cha- 
cun est  un  point  de  fangence  d'une  C„  a3'anl  un  double  contact 
avec  C,„. 

Mais,  on  outre,  il  faut  en  déduire  le  nouibie  de  fois  que  l'une 
des  C„  a  un  point  double  sur  C,„;  car  l'axe  harmonique  d'un  point 
double  d'une  courbe,  par  rapport  à  celte  courbe,  passe  par  ce  point  et 
y  a  une  direction  indéterminée;  d'où  il  résulte  que  les  deux  axes  har- 
moniques de  chacun  de  ces  points  doidjles  situés  sur  C,„ ,  par  rapport 
à  la  C-,„  et  à  la  C„  qui  y  possède  ce  point  double,  peuvent  être  regardés 
comme  coïncidents,  sans  que  celte  C„  ait  un  double  contact  propre- 
ment dit  avec  la  C,„. 

Or  on  sait  que  les  |)oints  doubles  d'iai  système  de  courbes  du  degré 

n,  qui  passent  par-/?  [n  -l-  3)  —  2  points  communs,  sont  situés  sui 

une  courbe  du  degré  3  (/z  —  i  ).  Donc  il  y  en  a  3/m'(  n  —  i)  sur  C„. 
D'après  cela,  la  formule  précédente  se  réduit  à 

m^  (m  -t-  m  —  3)^  —  m''  —  Zmin  —  i). 

Mais  le  nombre  qu'elle  exprime  représente  évidemment  : 

i"  Le  double  du  nombre  des  C„  distinctes  qui  ont  avec  C^  un 
double  contact  proprement  dit; 

a"  Le  triple  du  nombre  des  C„  distinctes  qui  ont  avec  C,„  un  con- 
tact du  second  ordre;  car  chacune  d'elles  en  représente  trois  super- 
posées et  qui  étaient  distinctes  dans  le  cas  général  pour  lequel  la 
formule  a  été  établie. 

Soient  .r  le  nombre  des  C„  qui  ont  un  double  contact  biponctuel, 
et  y  celui  des  C„  qui  ont  un  double  contact  ordinaire  ;  on  aura 
donc 

2j  +  "ix  =z  m^  {m  +  272  —  3)^  —  in'^  —  5m  {n  —  i). 

Or,  d'après  M.  Bischoff,  de  Munich,  dans  l'article  du  Journal  de 
Crelle  déjà  cité,  on  a 

X  =  3  m  (  m  +  M  —  3  )  ; 

t6./ 
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Donc  le  nombre  des  C„  qui  ont  un  double  contact,  proprement  dit. 
avec  C„;  est  enfin 

j  =  -  ïin"  {m  -+■  in  —  3)-  —  m^  —  ?>m{n—  i)  —  (^m[ni  +  «  —  3'J 


r  =  -in^  [m  -+-  0.11  —  "if  —  m{5m  +  6«  —  i5); 

ce  qui  est  aussi  la  formule  donnée,  pour  ce  cas,  par  M.  Bischoff. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  naturellement  à  la  recherche 
du  nombre  des  tangentes  doubles  des  courbes  géométriques;  et  ce 
nombre  résulte  directement  de  la  formule  précédente,  en  y  faisant 
«  =  I  ;  mais  j'aurai  occasion  de  revenir  plus  loin  (XVIfl)  sur  cette 
intéressante  question. 

XIIL  Théorème  X.  —  La  courbe  enveloppe  des  cordes  communes  à 
une  courbe  fixe  C,„  du  degré  m,  et  aux  courbes  C„  d'une  série  d'ordre  n  et 

d'indice  N,  est  de  la  classe  ~  m  {m  —  i)  {^n  —  i)  N. 

il    faut    prouver    que,    par    un    point    quelconque    O,    il    j)asse 

1  iji  iin  —  \)[-xn  —  i)  N  droites,  sur  chacune  desquelles  deux  points 

c//,ç/'//K7i,  appartenant  à  laC,„,  coïncident  avec  deux  points  d'une  menu 
courbe  C„. 

Soit  X  la  distance  à  une  origine  fixe  P,  prise  sur  une  droite 
arbitraire  L,  d'un  point  variable  sur  celte  droite.  Par  chaque  point 
dont  l'abscisse  est  a-,  il  passe,  par  hypothèse,  N  courbes  de  la 
série  des  C„,  et  chacune  de  ces  C„  coupe  la  C,„  fixe  en  mn  points. 
Projetant  tous  ces  points  d'intersection  sur  L,  à  partir  du  point  O, 
et  appelant  y  les  abscisses  de  ces  points  projetés,  on  aura,  sur  L, 
N  systèmes  de  mn  points  chacun,  correspondants  à  la  fois  à  l'ab- 
scisse X.  Je  dis  N  systèmes  de  mn  points,  et  non  pas  un  système  de 
Nm«  points,  parce  que  la  nature  même  de  la  question  ne  permet  pas 
de  joindre  un  point  d'intersection  de  la  C,,,  provenant  d'une  courbe  C;„ 
avec  l'un  des  points  d'intersection  de  cette  C,„  provenant  dune  autre 
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C„[*],  pour  en  faire  l'une  des  cordes  dont  on  cherclie  l'enveloppe; 
mais,  au  contraire,  les  deux  points  d'intersection  doivent  provenir  d'une 
même  C„. 

En  d'autres  termes,  l'équation  en  j,  dont  les  racines  pourront  re- 
présenter les  abscisses  de  tous  les  Nmn  points  projetés,  ne  sera  pas  une 
équation  générale  du  degré  Nh2//,  mais  bien  le  produit  de  N  équations 
distinctes,  chacune  du  degré  iiin  seulement. 

Réciproquement,  à  une  abscisse  j^  d'un  point  Y  de  L,  il  correspond, 
sur  la  droite  OY,  m  poiuts  d'intersection  de  la  C,„  fixe  par  cette  droite  ; 
et,  pour  chacun  de  ces  m  points,  N  courbes  appartenant  à  la  série  des 
C„;  donc  /«N  valeurs  de  x. 

Ainsi  l'équation  qui  exprime  la  dépendance  mutuelle  des  j- et  des.r, 
se  compose  du  produit  de  N  équations,  dans  chacune  desquelles  ^ 
entre  au  degré  mn  ,  tandis  que  ses  coefficients  contiennent  jt  au 
degré  ml^. 

Pour  qu'une  des  cordes  communes  à  la  C^  et  à  l'une  des  C„  passe 
par  le  point  O,  il  faut,  non  plus  que  l'équation  générale  ait  deux  racines 
égales  (ainsi  que  je  l'ai  fait  remarquer  plus  haut),  mais  simplement  que 
l'une  des  N  équations,  d.nis  lesquelles  elle  se  décompose  en  facteurs, 
ait  deux  racines  égales. 

Or,  chacune  de  ces  équations  composantes  étant  du  degré  in/i  en  j-, 
l'équation  de  condition  qui  exprime  l'égalité  de  deux  racines  sera  du 
degré  i  [mn  —  i)  par  rapport  à  ses  coefficients;  donc  elle  sera  du 
degré  awN  [nm  —  i)en  x.  C'est-à-dire  que  cette  circonstance  de  l'égalité 
de  deux  racines  j  égales  entre  elles  se  présentera  im^  [inn  —  i  j  fois 
pour  l'infinité  des  valeurs  de  jc.  Chacune  de  ces  racines  égales  corres- 
pond à  une  valeur  de  x,  laquelle  détermine  N  courbes  C„.  Mais,  parmi 
ces  N  courbes,  il  n'y  en  a,  en  général,  qu'une  seule  qui  satisfasse  a  la 
question.  Car  dire  que  deux  racines  en  j  sont  égales,  c'est  dire  que 
deux  points  d'intersection  a,  b^  de  la  C,„  avec  une  C„  sont  en  ligne 
droite  avec  le  point  O,  et  s'il  arrive,  comme  ici,  que  ces  deux  points 
sont  situés  à  b  fois  sur  une  même  C„  passant  parle  point  dont  l'abscisse 
est  X,  les  N  —  I  autres  ne  jouiront  pas  de  cette  propriété. 

[*]  Le  sens  précis  de  cette  réflexion  sera  mieux  compris  dans  un  instant. 
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Actuellement,  il  y  a  deux  remarques  à  faire  sur  la  formule  précé- 
dente 2inN(n2«  —  i);  c'est  d'abord  qu'elle  exprime,  non-seulement  le 
nombre  de  fois  que  deux  points  d'intersection  distincts  de  la  C^  et 
d'une  C„  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  O,  mais  aussi  le  nombre  de 
fois  que  ces  deux  points  sont  coïncidents,  c'est-à-dire  le  nombre  des 
contacts  de  la  C„  fixe  avec  les  courbes  de  la  série  Or  le  nombre  de  ces 
contacts  est.  d  après  le  tbéoreme  VIII,  Nm  (/n+  2n  —  3).  Donc  la  for- 
mule devient,  en  premier  lieu, 

a  m  N  { nui  —  i  )  —  N  /?J  (  m  4-  in  —  ?>)  =^  m   m  —  i  )  (  ^  "  —  i  )  N . 

Mais  je  dis,  en  outre,  qu'il  ne  faut  prendre  que  la  moitié  de  ce 
nombre,  parce  que  l'analyse  précédente,  basée  sur  la  théorie  des  racines 
égales,  conduit  nécessairement  ici  à  considérer  deux  fois  la  même  corde, 
et  que,  ?,\  a  e\  h  sont  deux  points  d'intersection  de  la  C,„  et  d'une  C„ , 
siluéesen  ligne  droite  avec  le  point  O,  le  calcul  donne  aussi  bien  la 
corde  ab  que  la  corde  ba  [*],  ce  qui  double  le  nombre  des  solutions 
réellement  distinctes.  Donc  enfin  le  nombre  des  cordes  communes  qui 

passent  par  le  |îoint  O  est  -  m  [m  —  i)  (a//  —  i)N;  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

XIV.  Si  les  courbes  de  la  série  forment  un  faisceau  ,  N  =  i  et  le 
théorème  prend  cet  énoncé  : 

Théorkmk  XI.   —  Les  cordes  cominnnes  n  une  C,„  Jixe  et   n  un 


[*]  Il  en  est  ici,  comme  dans  le  cas  où  il  s'agit  d'évaluer  les  distances  mutuelles  de 
m  points.  Le  nombre  de  ces  distances  est  m  {m  —  i),  puisque  chacun  des  m  points 
doit  être  joint  aux  (m  — i)  autres.  Mais,  comme  chacune  se  répète  deux   fois,   le 

nombre  des  distances  réellement  distinctes  n'est  nue  -  m  (m  —  i). 

Le  même  fait  se  présente,  quand  on  applique  la  théorie  des  racines  égales  à  la 
recherche  du  nombre  des  tangentes  qu'on  peut  mener  d'un  point  à  une  courbe  du  de- 
gré m,  ce.  qui  est  exlrèmemenl  simple.  L'équation  de  condition,  à  laquelle  on  arrive 
par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  qui  précèdent,  est  du  degré  im  [m  —  i).  Mais, 
romine  chaque  tangenle  se  trouve  répétée  deux  fois,  le  nombre  de»  tangentes  réelle- 
ment dislinclr'S  qu'on  peut  mènera  la  courbe  n'est  que  la  moitié  du  procèdent,  c'est-à- 
dire  m  [m  —  i  j,  ronmie  on  le  démontre  de  beaucoup  d'autres  manières. 
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/aisceau  de  C„  enveloppent  une  combe  de  la  classe  -  ni  (in  —  1 , 1 2«  —  1  ). 

XV.  Si    les  courbes    de    la  série;  p.isseiit  toutes  par  un  inèiiie  poiut 

a,  et  que  ce  point  soit  situé  sur  la  C,„  fixe,  la  classe  de  l'enveloppe  est 
diminuée  de  [m  —  i)N;  et  si  elles  passent  par  p  points  conniuins  situés 
sm-  la  C,„,  cette  classe  est  diminuée  de  p  {m  —  i)N. 

Car  la  droite  Oa,  par  exemple,  coupe  C,„  en  [m  —  i  )  autres  points 

b,  c,  il,  etc.  Il  y  a  N  courbes  de  la  série  qui  passent  en  a  et  b;  N  qui 
passent  en  a  etc;  etc.  Donc  (Ja  est  N  (/m —  i)  fois  une  corde  commune 
à  laC,„  et  aux  C„  ;  et  ceci  a  lieu  quel  que  soit  le  point  O.  Donc  le  point 
a  est  un  point  isolé  de  la  courbe  enveloppe  et,  qui  plus  est,  lui  point 
multiple  de  la  classe  N  {m  —  i)  j  de  sorte  que  la  classe  de  la  courbe  en- 
veloppe proprement  dite,  et  en  faisant  abstraction  de  ce  point,  se  trouve 
abaissée  de  N(//i  —  i)  unités. 

On  en  conclut  en  particulier  que 

Les  coniques  d'un  faisceau,  qui  passent  par  deux  points  d'une  coni- 
que fixe,  la  coupent  encore  suivant  des  cordes  concourantes  en  un  même 
point  ; 

Que 

Les  cubiques  d'unjaisceou,  qui  passent  par  sept  points  d'une  cubique 
fixe,  interceptent  dans  cette  courbe  des  cordes  concourantes  en  un 
même  point  ; 

Que 

Les  coniques  dun  faisceau,  qui  passent  par  quatre  points  dune 
courbe  du  troisième  ordre,  la  coupent  encore  suivant  des  droites  qui 
passent  toutes  par  un  point  fixe  ; 

Que 

Les  coniques  d'une  série,  qui  touchent  toutes  une  droite  fixe  et  qui 
passent  par  trois  points,  dont  deux  sont  situés  sur  une  conique  donnée , 
coupent  cette  courbe  suivant  des  cordes  qui  enveloppent  une  autre 
conique , 

Ou  que 

Les  coniques  d'un  faisceau,  qui  ont  toutes  un  point  commun  avec  une 
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cnmcjue  fixe,  la  coupent  suivant  des  cordes  qui  enveloppent  une  autre 
conique;  théorème  cité  et  utilisé  par  jM.  Chasles  cl;ms  sa  Note  sur  la 
construction  de  la  courbe  du  troisième  ordre, m&érée  dans  le  tome  XXXVIl 
des  Comptes  rendus  de  l'/fcadémie  des  Sciences,  page  276. 

Etc.,  etc. 

XVI.  Dans  le  cas  ou  la  courbe  fixe  C,„,  qui  se  trouve  en  présence 
de  la  série  des  C„,  est  douée,  en  un  point  P,  d'un  point  multiple  de 
Tordre  {m—  1),  on  peut  arriver  à  la  formule  générale  du  théorème  X 
par  des  considérations  de  pure  géométrie  qui,  indépendamment  de 
l'espèce  de  confirmation  qu'elles  donnent  à  cette  formule,  me  semblent 
assez  intéressantes  pour  trouver  place  ici. 

Pour  trouver,  dans  ce  cas,  la  classe  de  l'enveloppe  des  cordes 
communes,  il  suffit  de  prouver  que,  par  un  point  quelconque,  le 
point  P  par  exemple,  il  passe -/n  {m  —  1)  {an  —  \)'N  cordes. 

<  )r  il  est  évident  que  les  seules  courbes  C„  qui  puissent  alors  doimer 
lieu  à  des  cordes  passant  en  P,  sont  celles  qui  passent  elles-mêmes  par 
ce  point,  puisque,  par  la  nature  du  point  multiple,  toute  droite  qui  y 
passe  ne  peut  plus  rencontrer  la  courbe  qu'en  un  seul  point. 

Ces  courbes  sont  en  nombre  N,  par  hypothèse.  Chacune  d'elles 
coupe  C,„  en  mu  —  [m  —  i)  points,  autres  que  le  point  multiple  P;  et 
chacun  de  ces  points  d'intersection  donne  lieu  à  [m  —  i)  cordes,  si  on 
le  suppose  joint  aux  [m—  1)  points  d'intersection  qui  sont  confondus  en 
un  seul  au  j)oint  P.  On  obtient  donc  ainsi  il'abord  (/M  —  \)[nin—{m—  r)] 
cordes  aboutissant  en  P. 

En  outre,  les  {rn  —  i)  points  confondus  en  P,  ou,  si  l'on  veut, 
qui  V  sont  infiniment  voisins  l'un  de  l'autre,  donnent  lieu  a 
-  (m  —  i)(wi  —  1)  distances  mutuelles  ou  cordes  aboutissant  à  ce  point. 
On  aura  donc  un  total  de 

{m  —  i]\  mn  —  (m  —  i)  +  -  [m — 2)    =  -  m  (m  —  i){2n  —  i); 

et  enfin,  puiscpiil  y  a  N  courbes  C„  qui  |)assent  en  P,  el  dont  chacune 
produit  le  même  résultat,  le  nombre  total  des  cordes  comnuuuîs  issues 
du  ixtinl  P  est     ni  ( m  —  1 1  (2n  —  i)l^.  c.  o.  F.  n. 
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XVII.  Une  des  applications  les  plus  intéressantes  qu'on  puisse  faire 
(lu  théorème  XI,  relatif  à  la  courbe  enveloppe  des  cordes  communes  à 
une  C,„  fixe  et  à  un  faisceau  de  C„,  est  celle  qui  a  pour  objet  la  recherche 
du  nombre  des  tangentes  doubles  que  possède  une  courbe  du  degré  m. 
La  solution  qu'il  fournit  de  cette  question,  qui  a  longtemps  présenté 
des  difficultés,  ne  le  cède  en  élégance  el  en  simplicité  à  aucune  autre. 
Je  commencerai  par  rappeler,  sous  forme  de  Leinme,  la  proposition 
suivante  qui  est  due  à  M.  O.  Hcsse. 

Lemme.  —  Une  courbe  géométrique  du  degré  m  n,  en  général, 
3»i  [m  —  1]  points  d inflexion. 

Cette  proposition  peut  elle-même  se  prouver,  en  cjuelques  mots,  de 
la  manière  suivante  : 

Supposons  qu'un  point  a  se  meuve  sur  une  droite  quelconque  L. 
Ses  courbes  polaires  successives,  par  rapport  à  la  courbe  C,„,  forment 
un  faisceau  de  l'ordre  {m  —  i)  (II ,  4")-  D'après  le  théorème  VIII,  le 
nombre  des  courbes  de  ce  faisceau  qui  louchent  la  C,„  est  w(3m  —  5). 
Or,  quand  une  courbe  polaire  du  point  a  touche  la  C,„  en  t,  la  droite 
at,  au  lieu  d'être,  comme  dans  le  cas  où  le  point  t  est  un  point  d'in- 
tersection des  deux  courbes,  simplement  tangente  à  C„,  en  t,  y  touche 
cette  courbe  suivant  deux  éléments  consécutifs,  c'est-à-dire  est  tangente 
en  un  point  d'inflexion,  à  moins  pourtant  que  le  point  a  n'appartienne 
lui-même  à  la  C,„.  Car,  dans  ce  cas,  sa  courbe  polaire  touche  C  en  «, 
sans  que  la  tangente  commune  de  ces  deux  courbes  soit,  en  général, 
une  tangente  d'inflexion.  Or,  cette  seconde  circonstance  se  présente 
pour  chacun  des  ?«  points  d'intersection  de  C,„  par  L,  c'est-à-dire  m  fois 
seulement.  Donc  le  nombre  des  points  a,  dont  chacun  est  le  point  d'in- 
teisection  de  Lpar  une  tangente  d'inflexion  est  seulement 

in{l>m  —  5)  —  m=  3 ni  [m  —  2).  [*]  c.q.  f.  d. 

[*]  Sans  rien  changer  à  l'enchaînement  des  raisonnements  qui  précèdent,  si  l'on 
suppose  que,  de  chaque  position  du  point  «,  on  abaisse  des  normales  sur  la  C^,  leurs 
pieds  sont  situés  sur  une  courbe  du  degré  m  et  toutes  ces  courbes  forment  un  faisceau. 
Quand  une  de  ces  courbes  touche  la  C™,  le  point  de  L,  duquel  elle  dérive,  est  un 
centre  de  courbure.  On  en  conclut  donc  immédiatement  que  ta  développée  d'une 
courbe  géométrique  du  degré  m  est  une  courbe  du  degré  3  m  [m  —  i  )  dont  lu  classe  est  /«'. 
Tome  VI  (î' série).  —  Avril  1861.  '7 
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Ceci  posé,  il  est  très-facile  de  prouver  que 

Théorème  XI.  —  Une  courbe  géométrique  du  degré  m  <7,  en  générai, 
-m  {m  —  2)  [m^  —  g)  tangentes  doubles. 

Supposons,  comme  précédemment,  qu'un  point  a  se  meuve  sur  une 
droite  L,  et  qu'à  chaque  instant'  on  joigne  ce  point  par  des  droites 
nf,  at',  .  .,  aux  m  {m  —  i)  points  d'intersection  de  la  C,„  par  la 
courbe  polaire  du  point  a. 

Il  arrivera  que  deux  points  d'intersection  t,t'  seront  en  ligne  droite 
avec  le  point  a,  dans  les  trois  circonstances  suivantes,  savoir  : 

i"  Quand  la  droite  att'  sera  une  tangente  double  ;  et  alors  les  deux 
points  t,  t'  sont  distincts  et  situés  l'un  et  l'autre  hors  de  L; 

2°  Quand  la  droite  att'  sera  une  tangente  d'inflexion  ;  et  alors  les 
deux  points  t,  t'  coïncident  en  dehors  de  L  (voir  le  Lemme); 

3°  Quand  le  point  a  sera  un  point  d'intersection  de  la  C,„  par  L  ; 
car  la  courbe  polaire  passant  aussi  par  ce  point,  il  est  lui-même  l'un 
des  points  t;  de  sorte  que  la  droite  at'  qui  le  joindra  à  l'un  quelconque 
f'  des  m  {m  —  1)  —  1  autres  points  d'intersection  de  la  C,„  par  la 
courbe  polaire,  contiendra  aussi  deux  points  d'intersection  t.  t'  de  ces 
deux  courbes. 

Or  le  second  cas  se  présente  '5  m  {m  —  2)  fois,  et  le  troisième  se  pré- 
sente m  [m  [m  —  r)  —  ij  fois.  Donc  si  l'on  détermine  le  nombre  total 
des  fois  que  deux  points  i,  t'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  a,  d'où 
ils  dérivent,  il  suffira  d'en  retrancher 

hni  m  —  2)  -h  m  [m [m  —  1)  —  ij  =  -TO(2m^  +4'"  —  '4;? 

pijui  avoir  précisément  le  nombre  des  tangentes  doubles,  proprement 
dites,  de  la  courbe  proposée. 

Pour  cela,  remarcpions  que,  à  un  point  a  de  1.  dont  l'abscisse  est  x, 
il  correspond  ni{m  —  i)  points  d'intersection  de  la  C,,,  par  la  polan-e  de 
ce  point:  donc 

-  m{m  —  i)  \m  {m  —  i)  —  i\  =  Lm{m^—  im^  -h  1 
cordes  distinctes  joignant  deux  à  deux  ces  points,  d'jnlerçcçtioii.  y  (^|jia- 
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cune  de  ces  cordes  coupe  L  en  un  point,  dont  l'abscisse  sera  désignée 
para?';  et,  ce  qu'il  faut  Savoir,  c'est  combien  de  fois  il  arrive  que  les 
valeurs  de  jc  et  de  jc'  sont  les  mêmes. 

On  vient  de  voir  que,  à  une  valeur  de  .r,  il  correspond 

-  m ( in^  —  im^  +  \\ 

2         ^ 

valeurs  de  x' .  Mais,  à  une  valeur  de  .r',  il  correspond 

-  //î  (  «/  —  I  )  ( 2 m  —  3  )  =  -  /n  (  2  /rt^  —  5  /7i  -t-  3  ) 

valeurs  de  x,  parce  que,  d'après  le  théorème  XI,  il  passe  précisément 
ce  nombre  de  cordes,  communes  à  la  C„,  et  au  faisceau  des  courbes  po- 
laires, par  le  point  dont  l'abscisse  est  jr',  et  que  généralement  chacune 
de  ces  cordes  provient  d'une  courbe  polaire  particulière,  c'est-à-dire 
qu'une  courbe  ne  donne  lieu,  en  général,  qu'à  une  seule  corde  passant 
en  un  point  donné. 

Donc  l'équation  qui  exprime  la  dépendance  mutuelle  des  abscisses 
X  et  x'  est  de  la  forme 

-mfînr  —  5m->-3)  -«;(;«•  — 2m- -j- i) 

Aa;2  _x"'  +...  =  o. 

Si  l'on  y  suppose  x  =  x',  on  obtient  une  équation  en  x  seul,  dont 
le  degré  est -/«  (m^  —  5ra-+-4);  ce  qui  prouve  que  tel  est  aussi  le 
nombre  de  fois  que  se  présente  la  coïncidence  des  deux  points  dont 
les  abscisses  respectives  sont  x  et  x' .  Si  l'on  retranche  de  ce  nombre 
celui  qui  est  écrit  plus  haut,  il  vient ,  pour  le  nombre  des  tangentes 
doubles, 

-  m{m^  —  5/ra  +  4) mi-nn^  -h  [\m  —  \ [\)=  -  m  [m  —  i){m^  ~~9)- 

C.     Q.     F.     D. 

Autrement.  —  Le  théorème  qui  précède  peut  aussi  se  conclure  tres- 
aisément  de  la  formule  générale  du  §  X,  relative  à  deux  courbes.  Si  l'on 
y  suppose  que  les  deux  courbes  fixes  soient  du  degré  m  et  que  «  =  i , 

17.. 
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on  en  conclut  d'abord  qu'il  yam°(m—  i)"  droites  touchant  deux 
courbes  de  degré  m.  Si  les  deux  courbes  sont  égales,  on  pourra  les 
amener,  en  déplaçant  l'une  d'elles,  à  se  confondre  en  une  seule.  Con- 
sidérons les  deux  courbes  un  instant  avant  que  la  coïncidence  ait  lieu. 
En  chacun  de  leurs  m^  points  d'intersection  il  y  a  deux  tangentes  dis- 
tinctes, une  pourchaque  courbe;  au  moment  où  la  coïncidences'établit, 
ces  deux  tangentes  n'en  font  plus  qu'une  seide,  qui  est  tuie  tangente 
simple  de  la  courbe  C,„,  quoiqu'elle  représente  une  tangente  aux  deux 
courbes  superposées,  c'est-à-dire  une  tangente  double.  Il  faut  donc 
d'abord  déduire  m^  du  nombre  précédent.  Eu  outre,  chaque  tangente 
d'inflexion  représente  trois  tangentes  doubles  superposées  qui,  n'étant 
pas  des  tangentes  doubles  proprement  dites,  doivent  être  retranchées 
aussi  du  nombre  primitivement  trouvé.  On  a  donc  enfin 

w^  \^m  —  i)^  —  9^n  —  (/n  —  2  )  —  ;«- =  m[m  —  2)  [in^  —  9), 

nombre  dont  il  faut  prendre  la  moitié,  parcequechaque  tangente  double 
s'v  trouve  répétée  deux  fois,  d'après  la  manière  même  dont  il  a  été  ob- 
tenu ;   ce  qui  démontre  le  théorème. 

Hfiiian/ue.  —  La  formule  précédente  convient  au  cas  où  la  (,,„  est 
générale  dans  son  degré.  Si  cette  courbe  a  des  points  doubles  ou  de 
rebroussement,  le  nombre  des  tangentes  doubles  en  est  diminué,  et  l'on 
prouve  très-aisément  que,  si  D  et  D'sont,  respectivement,  les  nombres 
de  ces  points  singuliers,  la  formule  devient 

-  m  (ni  —  a)(r«'  —  9)  —  (2D  -f-  3D')  {ni-~  m  —  6) 

-  2D(D  -  i)  -  9D'(D'  -  1)-  3DD. 

Mais  ce  n'est  pas  ici  le  heu  d'entrei' dans  ces  détails. 

WIll.  l'our  donner  une  autre  application  du  théorème  XI,  je 
vais  déiuonlrcr  deux  propriétés  générales  des  courbes  géométriques. 

Théorkme  XII.  —  Les  tangentes  à  une  courbe  géométrique  (',„,  nie- 
'nées  nux  points  où  cette  courbe  est  rencontrée  par  une  trnnsveisnie  qui 
pivote  autour  (tun  point  fixe  S,  se  coupent ,  deux  à  deux,  sur  une 
courbe  dont  le  de^ré  est  -  m  [m  —  t)[-iin  —  3). 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i33 

Il  faut  prouver  que  le  lieu  cherché  possède  -  m  (m  —  \)  {■mi   -  3) 

points  sur  une  droite  quclconfpie  L. 

Or,  si  un  point  se  meut  sur  L,  les  points  de  contact  des  tangentes  à 
Cm,  issues  de  ce  point,  sont,  à  chaque  instant,  sur  la  C,„_, ,  première 
courbe  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  C,„.  Toutes  les  polaires  for- 
ment unya/i'ce/7M  de  l'ordre  (/72 —  i).    Donc  leurs  cordes  communes 

avec  C,„  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  -m[m  —  i)(27h  —  3)(théo- 

réme  XI).  Donc  il  passe  précisément  ce  nombre  de  cordes  communes  par 
le  point  S.  Or,  pour  chacune  de  ces  cordes,  il  y  a  sur  L  un  point  de 
concours  de  deux  tangentes  menées  à  C,„  en  deux  points  de  rencontre 
d'une  même  transversale.  Donc  le  théorème  est  démontré. 

Cette  démonstration  se  déduit  aussi,  avec  beaucoup  de  facilité,  de 
la  théorie  des  racines  égales.  Mais  ces  détails  seraient  ici  superflus. 

Corollaire.  —  Si  la  droite  L  est  à  l'infini,  les  tangentes  cju'on  con- 
sidère sont  parallèles  dans  chaque  couple,  et  l'on  a  ce  théorème  qui 
a  été  énoncé,  sans  démonstration,  par  M.  Steiner  dans  un  Mémoire  sut 
les  Courbes  algébriques ,  dont  ,M.  Woepcke  a  donné  une  traduction 
dans  le  tome  XVIII  du  Journal  de  Matliématiques  {voir  page  348, 
en  note,  au  bas  de  la  page)  : 

Théorème  XIII.  —  La  courbe  enveloppe  des  cordes  qui  Joignent, 
deux  à  deux,  les  points  de  contact  des  tangentes  d'une  Ci  parallèles 

entre  elles,  est  de  la  classe  -  in{in  —  i  )  (  2  /«  —  3). 

XIX.  Voici  encore  une  propriété  nouvelle  des  courbes  géomé- 
triques qui  se  déduit  directement  du  théorème  X. 

Théorème  XIV.  —  Les  normales  à  une  C,„,  menées  aux  points  où 
cette  courbe  est  rencontrée  par  une  transversale  qid  pivote  autour 
d'un  point  S,  se  coupent,  deux  à  deux,  sur  une  courbe  du  degré 

-  m  [m  —  \)[im  —  i). 

Il  faut  prouver  que  le  lieu  cherché  possède-  m{in—  i)(2/?i—  ij 
points  sur  une  droite  quelconque  L. 

Supposons  que,  de  chaque  point  de  L,  on  abaisse  m"  normales  sur 
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C„.  D'après  un  théorème  démontré  par  M.  Steiner,  daiïs  le  tonrte  XX 
du  Journal  de  Mathématiques ,  page  36,  les  pieds  de  ces  normales  sont, 
à  chaque  instant,  situés  sur  une  courbe  du  degré  m,  et  toutes  ces 
coiu'bes  passent  par  m-  points  communs,  c'est-à-dire  forment  un  fais- 
ceau. Le  lieu  cherché  possède,  sur  L,  autant  de  points  que  ce  faisceau 
et  la  Cm  fixe  possèdent  de  cordes  communes  passant  en  S.  Or  ce 
nombre  est -/n  (m  —  \)[7.m  —  t),  d'après  le  théorème  XL  Donc  le 
théorème  est  démontré.  On  le  déduit  aussi,  sans  difficulté,  de  la  théo- 
rie des  racines  égales. 

Si  l'on  mène,  par  le  point  S,  des  parallèles  aux  m  asymptotes  de  la 
courbe  C^,  et  ensuite  des  normales  à  cette  courbe  en  tous  les  points 
où  ces  parallèles  la  rencontrent  à  distance  finie,  on  a  d'abord  les  di- 
rections de  m[m  —  \)  asymptotes  de  la  courbe  dont  il  s'agit.  Il  reste 
à  déteriiiiner  celles  des 

-mm  —  i)(2/n  —  i)  —  m  {m  —  i)  =  ~  m{m  —  i)  {ini  —  3"!  autres. 

Et  il  est  facile  de  voir  que  ce  sont  précisément  les  normales  à  la  C™  aux 
points  de  contact  des  tangentes  parallèles  dont  il  s'agit  dans  le  théo- 
rème XIII,  et  dont  les  cordes  de  contact  passent  par  le  point  S. 

Etc. 

Je  terminerai  ce  Mémoire  en  faisant  remarquer  que  les  théorèmes 
XTT  et  XtV  sont  susceptibles  d'être  généralisés  ainsi  qu'il  suit  : 

Théorème  XV.  —  Etant  données  deux  courbes  fixes  planes,  l'une 
du  degré  m  et  Vautre  de  la  classe  m'  ;  si  une  tangente  roule  sur 
celle-ci,  et  que,  par  les  points  où  elle  rencontre  la  C„„  on  mène  à  cette 
courbe  ses  tangentes  et  ses  normales  en  ces  points  d'intersection,  les 
tangentes  se  couperont,  deux  à  deux,  sur  une  courbe  du  degré 
-  mm'  ' m  —  \)[im  —  ?>),  et  les  normales  se  couperont,  deux  à  deux, 

sur  une  courbe  du  degré  -  m  /«'  (  /n  —  i  )  (  2  /n  —  r  ) . 

Ces  deux  propositions  se  démontrent  de  la  même  manière  que  celles 
dniit  pjlos  sont  \it\c  sim|)le  extension. 
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SUR  UA  FORME 

x^  +  3j^  -H  4z'  H-  I2<^; 

Par  m.  J.    LIOUVILLE 


H  est  évident  que  la  forme 

ne  peut  représenter  aucun  nombre  inipairenient  pair,  attendu  qu'on 
ne  peut  pas  rendre  le  binôme  x'^-\-  3^-'  divisible  par  2,  sans  le  rendre 
en  même  temps  divisible  par  4-  Mais  je  dis  que  pour  tout  nombre  m, 
soit  impair,  soit  multiple  de  4  (c'est-à-dire  de  la  forme  2""^'''  n,  n  étant 
impair  et  a  égal  à  o,  1,2,  etc.),  une  telle  représentation  existe,  en 
sorte  que  l'on  a,  en  nombres  entiers, 

77Z  =  or-  -H  3^--  +  l\Z^  H-    I2«^ 

C'est  ce  qu  on  vérifie  aisément  pour  les  petits  nombres  i,  3,  4,  5,  t, 
8.  etc.;  mais  il  faut  donner  luie  démonstration  générale. 
Comme  la  forme 

JC^  -4-  3  j^  H-  4z^  +  12^- 

est  une  de  celles  qui  se  reproduisent  par  la  multiplication,  il  suffira  de 
considérer  :  1°  le  cas  de  m  premier  impair,  2°  le  cas  de  m  =  1^^" . 

Or  quand  m  est  un  nombre   premier  4  p-  -+-  1 ,  on  peut  poser,  en 
nombres  entiers, 

m  ^  a^  ^  [^b'^  ; 

il  suffira  donc  alors  de  faire  x  =  «,  ^'  =  o,  2  =  /;,  ^  =  o. 

Quant  aux  nombres  premiers  m  de  la  forme  4/^- -<-  3,  on  peut  tou- 
jours poser  pour  eux  l'équation 


„2 


3h'', 
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qui  convient  évidemment  au  nombre  3,  et  qui  a  lieu  aussi,  comme 
Dirichlet  l'a  prouvé  (cahier  de  juin  iSSg,  p.  237-240),  pour  lout 
entier  impair  non  multiple  de  3.  Mais  quand  m  est  de  la  forme 
4/A  +  3,  une  telle  équation  ne  peut  exister  qu'avec  des  valeurs  paires 
de  M  et  V.  On  peut  donc  remplacer  v  par  is  et  écrire 

m  =  i/^  +  3îv^  +  4^^, 

ce  qui  rentre  dans  notre  équation  générale 

en  faisant  x  =  u,  y  =^  w,  z  =1  s,  t  =  o. 

Restent  les  entiers  contenus  dans  l'expression 


que  l'on  peut  remplacer  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  que  voici  : 

4.4^  8.4^ 

suivant  que  a  est  pair  ou  impair.  Or  4  et  8  sont  représentés  par  la 
forme 

x=  +  3j^  +  4z»  +  3<% 

en  prenant  ^=0,  ^  =  o,  z  =  1 ,  <  ^  o,  puis  oc  =  i,  j  :=  i,  z  =z  i, 
t  =  0.  D'ailleurs  en  doublant  les  valeurs  de  x,  y^  z,  t,  on  rend  la  valeur 
de  cette  forme  quatre  fois  plus  grande.  On  passera  ainsi  de  4  à  4-4i 
4.4%...,  4.4^^  et  de  8  à  8.4,  8.4*,...,  8.4'^.  Notre  démonstration  est 
donc  complète. 
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ÉTUDE 


TRANSFORMATIONS    HOMOGRAPHIQUES   PLANES; 
Par  MF.  LUCAS, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  ,  à  Nice. 


§  I.  —  Définitions  et  notations. 

1 .  Lorsqu'on  transforme  une  figure,  par  voie  homographique,  il  y 
a  généralement  des  points  que  la  transformation  n6  déplace  pas  et 
qu'on  peut,  pour  cette  raison,  appeler  points  doubles. 

Deux  points  doubles  étant  réunis  par  une  droite,  cette  ligne  n'est 
pas  déplacée  parla  transformation,  et  l'on  est  ainsi  conduit  à  considé- 
rer des  droites  doubles. 

Soient  : 

m  le  nombre  des  points  doubles; 
n  celui  des  droites  doubles. 

Gomme  les  points  doubles  résultent  des  intersections  mutuelles  des 
droites  doubles,  on  a 

(i)  m^     \     ', 

et  comme  les  droites  doubles  résultent  de  la  jonction  des  points  dou- 
bles pris  deux  à  deux,  on  a 

Des  équations  (i)  et  (2),  on  tire 

/n  =  n  =  3. 

Tome  VI  (2«  série).  —  Mai  1861.  '° 
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Il  y  a  donc  trois  points  doubles,  parmi  lesquels  peut  se  trouver  un 
couple  de  points  imaginaires,  et  trois  droites  doubles  qui  peuvent  pré- 
senter un  couple  de  droites  imaginaires. 

Dans  tous  les  cas,  nous  appellerons  triangle  invariable  la  figure 
formée  par  les  points  et  les  droites  doubles,  tant  réels  qu'imaginaires. 

1.  Étant  définie,  soit  par  des  données  géométriques,  soit  au  moyen 
d'équations,  une  transformation  homographique  en  vertu  de  laquelle 
on  passe  d'un  premier  à  un  second  système  de  figures,  ou  réciproque- 
ment, une  figure  F  du  plan,  considérée  tour  à  tour,  comme  apparte- 
nant à  chacun  des  deux  systèmes,  donnera  naissance  à  deux  homo- 
logues que  nous  désignerons  respectivement  par  F'  et  F". 

On  voit  que  la  transition  de  F  à  F'  se  fait  de  la  même  manière  que 
celle  de  F"  à  F,  que  les  trois  figures  F,  F',  F"  sont  deux  à  deux  homo- 
graphiqnes  entre  elles  et  que  le  triangle  invariable  est  le  même  dans  les 
trois  systèmes  correspondants  (F,  F'),  (F',  F"),  (F",  F). 

5.  Un  point  m  du  plan  donne  naissance  à  deux  homologues  ni', 
m',  que  l'on  peut  réunir  par  une  droite  M. 

Cette  droite  m  donne  naissance  à  deux  homologues  M'  et  M'  qui  se 
coupent  en  m. 

Le  point  m  et  la  droite  M  ont  donc  entre  eux  une  dépendance  qui 
permet  de  passer  du  point  à  la  droite  ou  de  la  droite  au  point,  sans 
ambiguïté  et  d'une  façon  fort  simple.  Nous  leur  donnerons  les  noms 
iif.Joj-er  et  directrice. 

§  II.  —  Corrélation  des  points  du  plan  et  des  coniques  circonscrites 
au  triangle  invariable. 

■i.  Supposons  que  la  droite  M  tourne  autour  d'un  pointa,  M'  et  M" 
pivoteront  respectivement  autour  de  a'  et  de  a",  et  leur  intersection  m, 
foyer  de  M,  décrira  une  conique  passant  par  a'  et  a"  {  Géométrie  su- 
périeure,  n"  543)  et  aussi  par  les  trois  points  doubles;  en  sorte  que 
cette  conique  est  déterminée  par  cinq  points  donnés.  On  voit  [)ai'  là 
commeiil  un  point  a  détermine  nue  conique  C,,  circonscrite  au  triangle 
invariable. 

On  reconnaît  aisément  fpic  les  lioinologues  (Ca/  et  (C„)"  de  la  co- 
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nique  C^  se  coupent  au  point  n\  donc  une  conique  circonscrite  au 
triangle  invariable  correspond  toujours  à  un  point  du  plan  par  la 
liaison  précédemment  définie;  cette  correspondance  est  simple  et  sans 
ambiguïté. 

Pour  exprimer  cette  correspondance,  nous  dirons  que  le  point  et  la 
conique  sont  conjugués. 

5.  Remarquons  en  passant  que  les  coniques  (Ca)'  et  (€„)",  homo- 
graphiques  entre  elles,  sont  respectivement  engendrées  par  les  homo- 
logues m'  et  m"  du  point  /«  ;  or  ces  deux  ponits  sont  situés  sur  la 
droite  M  qui  pivote  autour  de  l'intersection  n  des  deux  coniques.  De 
là  ce  théorème  : 

Quand  deux  coniques  homographiques  sont  circonscrites  au  triangle 
invariable  de  la  transformation,  chaque  couple  de  points  homologues, 
pris  sur  ces  courbes,  est  en  ligne  droite  avec  le  quatrième  point  d'in- 
tersection des  deux  coniques. 

6.  Faisons  mouvoir  le  point  a  sur  une  droite  X,  la  conique  conjuguée 
Ca  de  ce  point  pivotera,  en  se  déformant,  autour  des  sommets  du 
triangle  invariable  et  en  outre  autour  du  foyer  x  de  la  droite  X. 

En  effet,  pour  une  position  quelconque  du  point  a  sur  X,  la  droite 
pivotante  M,  qui  tourne  autour  de  a  et  dont  le  foyer  m  engendre  C^, 
coïncidera  à  un  moment  donné  avec  la  droite  X,  et  par  conséquent  Ca 
passera  par  x.  Par  conséquent  : 

Lorsqu'un  point  décrit  une  droite,  sa  conique  conjuguée  pivote  au- 
tour d'un  point,  jojer  de  cette  droite. 

Réciproquement  le  faisceau  des  coniques  circonscrites  au  triangle 
invariable  et  passant  par  le  pomt  x  pourra  être  regardé  comme  l'en- 
semble des  coniques  conjuguées  des  différents  points  de  la  directrice  X 
de  ce  point.  Donc 

Lorsqu'une  conique  circonscrite  au  triangle  invariable  pivote  autour 
d'un  point,  le  point  conjugué  de  cette  conique  engendre  une  droite  di- 
rectrice du  pivot. 

7.  Considérons  maintenant  le  faisceau  de  coniques  circonscrites  au 

18.. 
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triangle  invariable  déterminé  par  le  foyer  .r  ou  par  la  directrice  X,  et 
prenons  relativement  à  ces  coniques  les  polaires  d'un  point  quelconque 
du  plan.  Tontes  ces  polaires  passeront  par  un  même  point  (Géométrie 
supérieure,  n°  478,  étendu  aux  coniques)  et  correspondront  respective- 
ment, sans  ambiguïté,  aux  différents  points  de  la  droite  X;  elles  forme- 
ront donc  un  faisceau  en  correspondance  anharmonique  avec  la  division 
conçue  sur  X.  On  peut  dire  par  conséquent  que  : 

Les  différents  points  dune  droite  forment  une  série  hoinographiyue 
avec  la  série  de  leurs  coniques  conjuguées. 

8.  L'ensemble  des  observations  que  nous  venons  d'exposer  dans  ce 
paragraphe,  nous  conduit  à  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  résume 
tout  ce  qui  précède  : 

La  correspondance  entre  les  points  et  leurs  coniques  conjuguées  pré- 
sente tous  les  caractères  essentiels  de  la  correspondance  dite  corré- 
lative. 

§  IIL  —  ISouvelle  méthode  de  transformation  des Jigures. 

9.  De  même  que  la  correspondance  corrélative  des  points  et  des 
droites  conduit  à  une  méthode  de  transformation  des  figures,  de 
même  la  correspondance  corrélative  des  points  et  des  coniques  con- 
duit a  une  méthode  de  tiaiisloiination  ,  ilont  nous  allons  nous  oc- 
cuper. 

Que  le  point  a  se  meuve  suivant  une  loi  continue  quelconque,  de 
manière  it  déciire  une  courbe  1,  et  la  conique  conjuguée  C,j  |)ivotera, 
en  changeant  de  forme,  autom'  dos  sommets  du  triangle  invariable,  de 
manière  à  envelopper  une  courbe  1t  correspondante  à  2. 

Au  lieu  de  définir  la  génération  de  2,  par  ses  tangentes,  on  peut  en 
définir  une  génération  par  points.  En  effet,  lorsque  a  décrit  un  élément 
de  2,  on  peut  regarder  ce  point  comme  se  mouvant  sur  la  tangente  X 
en  cet  élément;  pendant  ce  temps  la  conique  C^  pivote  autour  du 
foyer  x  de  cette  tangente,  en  sorte  (pie  ce  point  x  appartient  a  2,. 

Ainsi  : 

La  (rans/nnuéf  d'une  ligne  est  l'enveloppe  des  coniques  conjuguées 
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des  points  de  cette  ligne,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  lieu  géométrique 
des  foyers  des  tangentes  à  cette  ligne. 

10.  L'esprit  général  de  cette  méthode  de  transtormatioii  est  donc 
de  transformer  les  points  en  sections  coniqncs  circonscrites  an  triangle 
invariable  et  les  droites  en  points. 

Un  polygone  rectiligne  de  n  cotés  donnera  naissance  a  un  polygone 
de  même  nombre  de  côtés,  dont  les  côtés  seront  des  arcs  de  sections 
coniques  circonscrites  au  triangle  invariable  ;  on  peut  lui  dotnier  le  nom 
àe  polygone  conique. 

11.  Il  est  évident  que  toute  droite  qui  passe  par  un  point  double 
à  pour  foyer  ce  point  lui-même,  et  par  conséquent  se  transforme 
en  ce  point.  Donc  autant  on  pourra  mener,  par  un  point  double , 
de  tangentes  à  la  courbe  2,  autant  de  fois  2,  passera  par  ce  point 
double. 

Ainsi,  lorsque  2  est  du  degré  m,  2,  passe  m  [m  —  i)  fois  par  ciiacun 
(les  points  doubles,  en  sorte  que  les  points  doubles  sont  généralement 
des  points  multiples  des  transformées. 

Désignons  par  tu  le  degré  de  la  transformée.  Par  un  point  quelconque 
rt  du  plan,  on  pourra  mener  à  2,  m  {m  —  i)  tangentes  à  chacune  des- 
quelles correspondra  son  foyer,  point  de  la  transformée  2,  situé  sur  C^- 
Donc  une  conique  circonscrite  au  triangle  invariable  rencontre  2,  en 
m[m  —  I  )  points,  indépendamment  des  points  doubles  ;  et  le  nombre  total 
des  points  de  rencontre  de  cette  conique  avec  S,  est  égal  à  4  m  [m  —  i). 
D'ailleurs  ce  nombre  de  points  est  représenté  par  2/«, ,  on  a  donc 

inif  =^l[in{m  —  i  ), 
d'où 

in,  =  2  w  {m  —  I  ). 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  le  degré  d'une  courbe  et  celui  de 
sa  tiansformée. 

12.  Le  foyer  d  une  droite  double  étant  indéterminé  et  situe  en  un 
point  quelconque  de  cette  droite  ,  il  est  clair  que  lorsque  2  touchera 
une  droite  double ,  cette  droite  appartiendra  tout  entière  à  la  trans- 
formée 2,. 
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Ainsi  un  contact  de  2  avec  une  droite  double  introduit  cette  droite 
dans  la  transformée,  qui  se  compose  alors  de  cette  droite  double  et 
d'une  courbe  compagne  du  degré  im{m  —  i)  —  i  lorsque  2  est  du 
degré  m.  Cette  courbe  compagne  passe  m  {m  —  i)  fois  par  le  point 
double  opposé  à  la  droite  double  que  l'on  considère  et  m  [m  —  i)  —  i 
fois  par  chacun  (les  deux  autres  sommets  du  triangle  invariable. 

Abstraction  faite  des  droites  doubles  introduites  dans  la  transformée, 
le  degré  de  cette  courbe  est  réduit  d'une  unité  par  chaque  contact  de  2 
avec  un  côté  du  triangle  invariable,  en  sorte  qu'une  conique  inscrite 
dans  le  triangle  invariable  se  transforme  en  une  droite. 

§  IV.    —   application   de  cette    méthode   à    la   transformation    des 
sections  coniques. 

13.  Lorsque  le  degré  de  2  est  égal  à  2,  celui  de  2,  est  en  général  égal 
à  4-  Les  coniques  se  transforment  ainsi  en  lignes  du  quatrième  degré, 
passant  deux  fois  par  chacun  des  sonmiets  du  triangle  invariable  ,  en 
sorte  que  ces  lignes  ont  nécessairement  trois  points  multiples  dont  deux 
peuvent  être  imaginaires. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  point  double  réel,  et  voyons  de  quelle 
natme  sera  le  point  multiple  correspondant. 

Si  ce  point  est  extérieur  à  la  conique  2,  on  pourra  mener  par  ce 
point  deux  tangentes  à  cette  ligne  ;  ces  deux  lignes  ont  le  même  foyer, 
le  point  double  lui-rnème,  et  c'est  ainsi  que  ce  point  se  trouve  appar- 
tenir à  la  fois  a  deux  branches  distinctes  de  la  transformée  ;  on  aura  un 
point  multiple  ordinaire. 

Si  le  point  double  est  sur  la  conique,  les  deux  tangentes  sont  réelles, 
mais  non  plus  distinctes:  aussi  les  deux  branches  de  courbe  qui  vien- 
nent concourir  au  point  double  se  raccordent,  et  l'on  ohxient  un  point 
de  rehroiissement. 

Enfin,  lorscpie  le  point  double  est  intérieur  à  la  conique,  les  deux 
langenles  sont  imaginaires,  les  deux  branches  de  courbe  le  sont  aussi, 
et  rf)n  f)blient  lui  point  isolé. 

14.  Il  y  aurait  plusieurs  observations  à  faire  sur  les  conslructions 
géométriques  au  moyen  desquelles  on  pourrait  passer  de  2  à  2,;  mais 
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le  but  des  méthodes  de  transformation  du  genre  de  celle  qin  nous  oc- 
cupe étant  surtout  de  découvrir  des  extensions  de  théorèmes  et  non  des 
procédés  de  tracés  graphiques,  nous  n'insisterons  pus  sur  ce  point.  Nous 
allons  examiner  quelles  conséquences  on  peut  tirer  des  théorèmes  de 
Brianchon  et  de  Pascal. 

Pour  donner  à  nos  phrases  plus  de  clarté  et  de  concision ,  nous 
adopterons  la  dénomination  de  conique  génératrice,  pour  désigner  une 
conique  circonscrite  au  triangle  invariable,  et  nous  ferons  usage  de 
l'expression  polygone  conique,  dans  le  sens  que  nous  lui  avons  attribué 
précédemment  (n"   10). 

15.  Cela  posé,  considérons  une  conique  2  et  un  hexagone  mscrit 
quelconque  H  ;  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de  cet  hexa- 
gone, au  nombre  de  trois,  sont  sur  une  ligne  droite  X. 

Parla  transformation,  2  devient  une  courbe  du  quatrième  ordre  1, 
dont  chacun  des  points  doubles  est  un  point  singulier;  l'hexagone 
inscrit  H  devient  un  hexagone  conique  H,  circonscrit  à  2,  ,  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  de  H  deviennent  les  diagonales  coni- 
ques de  H, ,  et  la  droite  X,  sur  laquelle  sont  les  trois  points  de 
concours,  devient  un  point  x  par  lequel  passent  les  trois  diagonales 
coniques. 

Ainsi  la  courbe  2,  et  un  hexagone  circonscrit  conique  H,  forment 
une  figure  (elle,  que  les  trois  diagonales  coniques  de  l'hexagone  passent 
par  un  même  point  x. 

16.  Si  nous  prenons  maintenant  une  conique  2  et  un  hexagone  cir- 
conscrit quelconque  R,  les  diagonales  de  cet  hexagone,  au  nombre  de 
trois,  concourront  en  un  point  j. 

Par  une  transformation  analogue  à  la  précédente,  on  trouve  que  la 
courbe  2,  et  un  hexagone  inscrit  conique  K,  forment  une  figure  telle, 
que  les  trois  points  de  concours  des  côtés  coniques  opposés  de  cet  hexa- 
gone sont  sur  une  même  conique  génératrice  C^. 

17.  Les  deux  propriétés  hexagonales  de  la  courbe  2,,  qui  viennent 
d'être  ainsi  établies,  peuvent  servir  à  la  construction  de  cette  courbe, 
de  la  même  façon  que  les  proj)riétés  hexagonales  des  coniques,  établies 
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par  les  théorèmes  de  Brianchon  et  de  Pascal  servent  à  la  construction 
de  ces  lignes. 

Mais  pour  que  ces  propriétés  offrent  un  intérêt  réel,  il  faut  faire  voir 
que  la  transformée  1,  d'une  conique  1  est  une  courbe  que  1  on  peut 
définir  indépendamment  de  tonte  considération  transformatrice.  C'est 
ce  qu'on  peut  aisément  établir  comme  il  suit. 

T'ne  courbe  du  quatrième  degré  est  déterminée  par  quatorze  points, 
et  un  point  multiple  à  deux  branches  doit  être  regardé  comme  équi- 
valent à  trois  points.  Si  donc  on  veut  déterminer  une  courbe  du 
quatrième  ordre  ayant  trois  points  multiples  donnés,  il  faut  prendre 
arbitrairement  cinq  points  a,  b,  c,  d,  e  de  cette  ligne. 

Cela  posé,  établissons  nu  système  de  transformation  homographique 
assujetti  seulement  à  la  condition  que  les  trois  points  multiples  forment 
les  sommets  de  son  triangle  invariable.  (Ce  système  peut  être  choisi 
d'une  infinité  de  manières.) 

Prenons  au  moyen  de  ce  système,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  §  I", 
les  directrices  A,  B,  C,  D,  E  des  cinq  points  donnés,  et  construisons  la 
conique  1  tangente  à  ces  cinq  droites. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  transformée  1,  de  cette  conique  sera  pré- 
cisément la  courbe  du  quatrième  degré  cherchée. 

Par  conséquent  : 

Toute  courbe  du  (juatrièine  degré  à  trois  points  singuliers  peut  être 
regardée  comme  une  transjormée  de  conique. 

Une  pareille  courbe  jouit  donc  des  propriétés  hexagonales  ci-dessus 
énoncées. 

^  N  .  —  Propriétés  de  certaines  courbes  des  degrés  i ,  2,  3  om  4- 

IH.  il  résulte  du  paragraphe  précédent  que  lorsqu'une  courbe  du 
quatrième  degré  possède  trois  points  singuliers,  le  triangle  formé  par 
ces  trois  points  idonl  un  couple  peut  être  imaginaire),  peut  être  employé 
trés-élégammcnt  pour  la  conslriiclion  de  cette  courbe  ;  nous  donnerons 
à  ce  triangle  le  nom  de  triangle  générateur. 

Une  conique  circonscrite  à  ce  triangle  portera  le  nom  <le  conique 
génératrice. 
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L'expression  polygone  conique  désignera  un  polygone  dont  les 
côlés  et  les  diagonales  seront  formés  par  des  arcs  de  conicpies  géné- 
ratrices. 

19.  D'après  cela  les  théorèmes  de  Brianchon  et  de  Pascal,  étendus 
aux  courbes  du  quatrième  degré,  par  la  métlioile  de  Iransformalion 
précédente,  s'exprimeront  très-simplement  comme  il  suit. 

Extension  dn  théorème  de  Pascal  : 

Un  hexagone  conique  étcmt  inscrit  dans  une  conibc  du  quatrième 
degré  à  triangle  générateur,  les  trois  points  de  rencontre  des  couples  des 
côtés  opposés  sont  sur  une  conique  génératrice. 

Extension  du  théorème  de  Brianchon  : 

Un  hexagone  conique  étant  circonscrit  à  une  courbe  du  quatrième 
degré  à  triangle  générateur,  les  trois  diagonales  coniques  passent  par 
un  même  point. 

20.  Une  courbe  du  troisième  degré  peut  être  déierminée  par  un 
point  singulier  et  six  points  ordinaires. 

Formons  un  triangle  avec  le  point  singulier  et  deux  autres  points 
quelconques  d'une  pareille  courbe.  La  droite  qui  joindra  ces  deux  der- 
niers points  étant  associée  à  la  courbe  du  troisièuie  degré,  on  aura  une 
courbe  du  quatrième  degré  dans  laquelle  le  triangle  dont  il  s'agit  sera 
évidemment  générateur. 

On  voit  ainsi  comment  les  théorèmes  précédents  s'appliquent  aux 
lignes  du  troisième  degré,  formant  une  famille  caractérisée  par  l'exis- 
tence d'un  point  singulier. 

21.  Prenons  maintenant  une  conique  et  formons  un  triangle 
ayant  deux  de  ses  sommets  sur  cette  ligne  ,  le  troisième  étant  quel- 
conque. 

La  conique  et  les  deux  côtés  du  triangle  distincts  de  sa  corde  for- 
ment une  ligne  du  quatrième  degré  dont  le  triangle  est  générateur. 

Cette  observation  applique  aux  sections  coniques  les  deux  théorèmes 
piécédents. 

1  orne  VI  (2«  série).  —  MaiiSCi.  '9 
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Si  l'on  suppose  que  le  sommet  arbitraire  du  triangle  soit  pris  sur  la 
corde  de  la  conique,  on  retombe  sur  les  théorèmes  proprement  dits  de 
Briancbon  et  de  Pascal. 

22.  Enfin  les  côtés  d'un  triangle  quelconque  et  une  droitequelconque 
du  plan  forment  encore  une  ligne  du  quatrième  degré,  dont  ce  triangle 
est  générateur. 

Par  cette  observation  on  est  conduit  à  énoncer  deux  propriétés  de 
la  droite. 

25.  Il  peut  arriver  qu'un  triangle  générateur  ait  pour  sommets  un 
point  quelconque  et  les  deux  points  imaginaires  d'intersection  de 
la  droite  à  l'infini  avec  tous  les  cercles  du  jîlan;  les  coniques  généra- 
trices se  réduisent  alors  à  des  cercles  passant  par  le  premier  point. 

24.  En  résumé  les  théorèmes  énoncés  au  numéro  19  s'appliquent 
aux  courbes  du  quatrième  degré  à  trois  points  singuliers,  aux  courbes 
du  troisième  degré  qui  présentent  un  point  singulier,  à  toutes  les  coni- 
ques et  à  toutes  les  droites,  à  la  condition  qu'on  choisisse  convenable- 
ment le  triangle  générateur. 

Ce  triangle,  entièrement  déterminé  dans  le  premier  cas,  prend  une 
indétermination  de  plus  en  plus  grande  lorsqu'on  passe  aux  cas  sui- 
vants et  devient  tout  à  fait  arbitraire  quand  on  arrive  au  dernier  cas. 
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THEOREMES 


CONCERNANT 


LE  QUINTUPLE  D'UN  NOMBKE  PREMIER  DE  LA  FORME  24/ -h  17; 
Par  m    J    LIOCVILLE. 


Nous  considérons  ici  le  quintuple  d'un  nombre  premier  ni  de  la 
forme  24A-+-  l'y.  Le  nombre  N  de  manières  dont  on  peut  poser,  pour 
chaque  entier  m  de  l'espèce  indiquée,  l'équation 

5 //i  =  a  X* +  /)*'"*■' ^''j 

X  et  j  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  non  diviseur 
de  Yi  est  essentiellement  pair,  mais  au  moins  égal  à  2.  Cela  résultera 
des  deux  théorèmes  qui  font  l'objet  de  cet  article.  On  va  le  voir  en 
effet,  N  est  la  somme  de  deux  nombres  impairs  N, ,  No  qui  répondent 
respectivement  aux  deux  hypothèses  distinctes  de  x  divisible  par  3  et 
de  œ  premier  à  3.  Quant  à  j^  on  s'assurera  sans  peine  (ju'il  n'est 
jamais  divisible  par  3. 

Théorème  I.  —  "  Pour  tout  nombre  premier  donné  /«,  de  la  forme 
«  24  A-  +  17,  on  peut  poser  au  moins  une  fois  fet  toujours  un  nombre 
«   impair  de  fois)  l'équation 

»  .r  et  j-  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  non  divi- 
1)  seur  de  J.   » 

Le  nombre  premier  p,  qui  figure  au  second  membre  de  l'équation 

5w  =  i8x' +  /?''+'/% 

doit,    dans  les  conditions  où  nous  nous  sommes  placés,  vérifier  les 

19.. 
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i]eux  congruences 

/j^3       niod.  8  ,         P^i      (mod.  3); 

il  ne  peut  donc  être  que  de  la  forme  24»  +  iQ- 
I.es  exemples  les  plus  simples  sont  ceux  de 

m=  \-j,     m  =  4 1  ?     m  =  89. 

l'our  chacun  des  nombres  que  je  viens  d'écrire,  on  trouve  une  équa- 
tion canonique,  savoir 

5. 17=18. 1^  +  67. I^ 

puis 

5.41  = 'S-3=+43.i\ 

enfin 

5.89=18.3^+283.1=. 

Mèuie  vérification  pour 

/?i=  1 13,     m  =  i37  ; 

car  on  a 

5.1 13=  18.1^  +  547-1-. 

et 

5.I37  =  I8.3-+;■)?.■3.I^ 

Nous  n<'  pousserons  pas  plus  loin  les  exemples. 

Thcoièine  II.  —  «  Pour  tout  nombre  premier  doiuié  m.  de  la 
»  fortne  a4A-t-  17,  on  peut  poser  au  moins  une  fois  et  toujours  un 
»   nombre  impair  de  fois)  l'équation 

5  m  =  T.x'^  -h  p*''^'  j^ , 

u  .T  et    )    élaiil   des  entiers   impairs,  non   divisiliies  par'    ^.   et  p   un 
.    nombre  |)iemier  qui  ne  divise  pas  j.    « 

Dans  les  conditions  s|)éciales  de  cet  énoncé,  le  nombre  prenuer  /> 
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doit  Nérifier  les  deux  congriiences 

p^^     (mod.  8),  P^"^     fmod.  3); 

\\  ne  peut  donc  èlre  que  de  la  forme  24g  +  11. 

Vérifions  à  son  tour  le  théorème  II,  en  prenant  d'abord 

m  =  ly, 
puis 

Pour  chacun  de  ces  deux  nombres,  on  trouve  une  équation  canonique  : 

5.17  =  2.1^  +  83.1'', 
puis 

5.41  =2.7^+  107.1^. 

On  a  trois  équations  canoniques  pour 

m  =  89, 
savoir 

5.89= 2.  r- -f- 443.1^, 

5.89=2.7-  +  347.iS 
5.89  =  2. 1 3-+  107.1^; 


trois  aussi  pour 


;Ai  =  1 1  3 , 

5. 1 1 3  =  2.1^  -f-  563.  i^, 
5.1 1  3=  2.7^+  467. 1'^ 
5. 1 13  =  a.iS''  +  227.  i^ . 


Ces  exeni[)ies  suffiront 
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THEOREME 

CONCERNANT 

LES  NOMBRES  PREMIERS  DE  LUNE  OU  DE  L'AUTRE  DES  DEUX 
FORMES    i2oX-  +  6i,    120/î -H  109; 

Par  m.  J.  LIOU VILLE. 


Soit  m  un  nombre  piemier  donné,  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux 
formes 

120A-1-61,  laoA'+iog. 

Nous  aurons  pour  le  nombre  m  dont  il  s'agit  ce  théorème,  que  l'on 
peut  poser  au  moins  une  fois  (et  toujours  un  nombre  impair  de  fois) 
l'équation 

m  =  ?>ox-  +  p*'**  j^, 

X  et  Y  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  (120g  +  3i 
ou  i20g^  -h  79)  non  diviseur  de^"  :  on  admet  pour  /  la  valein-  zéro. 

En  d'autres  termes,  si  d'un  nombre  premier  m,  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  deux  formes  120^  4-61,  \iok  +109,  on  retranciie,  tant 
que  faire  se  peut,  les  entiers  compris  dans  la  suite 

3o.I^  3o.3»,   3o.5%..., 

il  \  aura  nu  nombre  impaii-  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la 
forme 


p  étant  un  nombre  premier  non  diviseur  de  y .  Quant  à  la  forme  li- 
néaire (120^'  +  3i  ou  120g  4-  79)  que  nous  attribuons  à  /;,  c'est  mie 
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conséquence  immédiate  de  notre  équation 

qui,    dans  les   conditions  où  nous  nous  sommes  placés,  entraîne  ces 
trois  congrnences  : 

l>^']     (mod.  8),         P^'     (mod.  3),     p^±i       mod.  5  . 

Donnons  quelques  exemples  numériques,  en  considérant  successive- 
ment les  noudjres  premiers  m  de  la  forme  120k  +61,  puis  les  nombres 
premiers  m  de  la  forme  120A-1-  109. 

Les  nombres  premiers  les  plus  petits  de  la  forme 


sont  61,  181,  421,  541,  661;  et  pour  chacun  d'eux  on  peut  écrire 
ime  seule  équation  canonique,  savoir 

61  =3o.i^  +  3i.i^, 
181  =  3o.i^+  iSi.i^, 
421  =3o.3^+  i5i .  i^ 
541  =  3o.3^  4-271. I*, 
66I=3o.l^-4-63I.l^ 

On  n'a  pas  d'équation  canonique  en  retranchant  3o  de  421  et  de  54 1- 
ni  en  retranchant  3o.3-,  ou  270,  de  661.  En  effet,  des  trois  restes  qu'on 
obtient  ainsi,  le  second,  5i  1,  est  le  produit  des  deux  nombres  pre- 
miers 7  et  73,  et  les  deux  autres  sont  égaux  à  391,  c'est-à-dire  a 
17.23. 

Même  vérification  de  notre  théorème  pour  les  nombres  premiers  de 
la  forme 

120 A  4-  109. 

Les  trois  plus  petits  sont  109,  229,  349;  et  l'on  a  les  équations  cano- 
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niques 

109=:  3o.  I '"  +  79. 1-. 

229  =  3o.  1  -  +  199.  !  '. 
349  =  3o. 3^  +  79. 1-. 

On  n  en  obtient  pas  en  retranchant  3o  de  349,  •ilt*'"tl"  fl>'<'  le  reste, 
319,  est  le  produit  des  deux  nombres  premiers  i  1  et  29. 
Soit,  pour  terminer, 

m  =  709, 

et  nous  verrons  que  là  encore  notre  théorème  est   vérifié^  à  cause  de 
1  équation  canonique 

709  r=  3o .  3' +  439 . 1 '. 


B<nn  g»   — 
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NOUVELLE  THEORIE 


FOINCTIONS  DE   VARIABLES  IMAGINAIRES 


Par  m.  Maximilien  MARIE, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


TROISIEME  PARTIE. 

DE    LA    MARCHE    DES    VALEURS    DUNE    FONCTION    IMPLICITE 
DÉFINIE    PAR    UNE    ÉQUATION     ALGÉBRIQUE. 

(Suite.) 


CHAPITRE  VII L 

De  la  marche  des  valeurs  d'une  Jonction  de  plusieurs  variables  et  de 
la  convergence  du  développement  de  cette  fonction  suivant  Informulé 
de  Taylor. 

118.  La  question  que  nous  avons  traitée  dans  le  chapitre  VI  a  été 
posée  par  M.  Cauchy  pour  servir  d  introduction  à  des  recherches  ul- 
térieures sur  les  périodes  des  intégrales. 

Après  avoir  résolu  les  questions  qui  se  rapportent  aux  périodes  des 
intégrales  simples,  M.  Cauchy  a  tenté  d'appliquer  ses  méthodes  à  l'é- 
tude des  intégrales  d'ordres  supérieurs. 

Peut-être  l'illustre  maître  n'a-t-il  consacré  que  trop  peu  d'efforts  à 
ces  nouvelles  recherches;  peut-être  a-t-il  pensé  que  la  manière  dont  il 
figurait  la  marche  de  la  variable  indépendante,  en  géométrie  plane,  ne 
conviendrait  plus  au  cas  où  la  fonction  dépendrait  de  deux  ou  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on   n'avait  jusqu'ici  rien  proposé  relativement 

Tome  VI  (2«  série).  -  Mai  i86r.  20 
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aux  périodes  des  intégrales  d  ordres  supérieurs,  et  il  ne  paraît  même  pas 
que  la  question  de  la  marche  d'une  fonction  implicite  de  plusieurs 
variables,  question  qui,  conformément  au  programme  de  M.  Caucliy, 
eût  du  précéder,  ait  reçu  lui  commencement  de  solution. 

Cette  question  cependant  ne  présentera  aucime  difficulté  nouvelle, 
la  méthode  que  nous  avons  développée  dans  le  chapitre  VI  s'y  appli- 
quera, sans  presque  subir  de  modifications,  et  le  passage  même  sera 
assez  facile. 

I.a  question,  restreinte  au  cas  des  fonctions  de  deux  variables  indé- 
|)endantes,  peut  être  posée  de  trois  manières  différentes  :  nous  com- 
mencerons par  les  distinguer. 

Soit 

f{x,j\  z)  =  o 

l'équaliou  c[ui  définit  z  implicitement.  On  pourra  d'aboid  sii])poser 
(juc  X  et  j  partant  des  valeiu's  initiales  x^  ,  j^ ,  z  parte  en  même  temps 
d'une  de  ses  valeiu's  correspondantes,  z^,  et  demander  ce  que  devien- 
dra r,  assujetti  à  la  loi  de  continuité,  lorsque  x  e\  j  passeront  d  une 
manière  continue,  de  leurs  valeurs  initiales  Xq,  Jq,  à  des  valeurs  quel- 
conques a-,  ,  j',  ,  en  suivant  un  chemin  défini  par  trois  équations  entre 
leurs  parties  réelles  et  imaginaires. 

]^e  second  cas  dont  aurons  à  nous  occuper  sera  celui  où  Ion  ne 
donnerait  plus  que  deii.T  équations  entre  les  quatre  parties  qui  com- 
posent X  v\  j . 

Dans  le  cas  précédent,  lorsqu'on  se  serait  donné  l'une  des  variables 
mdépendanles,  toutes  les  autres  eussent  été,  parla  même,  déterminées, 
tandis  que,  dans  le  cas  actuel,  si  l'on  attribue  une  valetu-  arbitraire  à 
l'une  des  variables  indépendantes,  ou,  plus  généralement,  si  l'on  in- 
tioduit  entie  les  six  variables  une  relation  complémentaire  arbitraire- 
ment choisie,  l'ensemble  des  solutions  communes  aux  équations  for- 
midées  représenteia  une  ligne 

Or  cette  ligne  devant  être  en  général  composée  de  plusieurs  bran- 
cIh!s,  on  pourra  se  proposer,  connaissant  les  deux  formes  initiale  et 
finale  de  la  relation  complémentaire  et  la  loi  suivant  laquelle  elle  a 
passé  de  l'une  à  l'autre,  de  déterminer,  siu-  le  lieu  final,  la  branche 
qui   sérail    proveiuie  d'une  branche  désignée   du   lieu    initial,    celte 
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brandie   n'ayant  pu  se  déplacer  et   se   déformer  que  d'une  manière 
continue. 

Enfin  nous  supposerons  que  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  x 
et  de  j  ne  soient  plus  liées  entre  elles  que  par  une  seule  écpiation  per- 
manente :  si  alors  on  mtroduit  entre  les  six  variables  une  relation 
complémentaire  arbitraire  et  variable  de  forme,  les  solutions  com- 
munes aux  équations  considérées  représenteront  une  surface,  compo- 
sée en  général  de  plusieurs  nappes,  et  l'on  pourra  se  proposer  de  dé- 
terminer, dans  le  lieu  défini  par  l'équation  complémentaire,  ai'rivée  à 
sa  forme  finale,  la  nappe  qui  serait  provenue  d'une  n;ippe  définie  du 
lieu  initial,  par  déplacement  et  déformation  continus. 

La  question  se  décompose  donc  en  trois  autres  bien  distinctes. 
Dans  la  première,  le  cas  pratique  sera  celui  où  des  trois  relations 
qu'on  doit  fournir  entre  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  .r  et  de  j 
deux  seraient   données  par  une  équation  entre  x  et   ;  ,   la   troisième 
y  I  «,  |S)r=  o  définissant  le  chemin  que  devra  suivi-e  jc 

Dans  la  seconde,  ])Our  s'écarter  le  moins  possible  de  la  réalité,  il 
faudra  de  même  donner  par  une  équation  entre  j:  et  j-  les  deux  con- 
ditions que  devront  remplir  les  parties  réelles  et  imaginaires  de  ces 
deux  variables. 

Enfin  dans  la  troisième,  pour  les  mêmes  motifs,  nous  examinerons 
principalement  le  cas  où  la  relation  qu'on  devrait  donner  serait  de- 
finie  par  une  équation  entre  x  et  j,  mais  contenant  une  constante 
arbitraire  réelle. 

On  eût  pu  chercher  à  ramener  les  trois  questions  à  la  dernière,  qui 
comprend  en  effet  les  deux  autres  par  sa  plus  grande  généralité;  mais 
ce  seront  au  contraire  les  deux  dernières  que  nous  ramènerons  à  la 
première,  parce  qu'en  effet,  pour  que  la  nappe  considérée  du  lieu 
initial  soit  venue  se  confondre  avec  une  nappe  désignée  du  lieu  final, 
dans  la  dernière  question,  il  faudra  que  la  branche,  contenue  sur  la 
nappe  initiale,  d'un  lieu  curviligne  défini  par  l'introduction  d'une 
nouvelle  équation,  soit  venue  se  snperpo.ser  à  la  branche,  contenue  sur 
la  nappe  finale,  du  même  lieu  curviligne  mobile;  de  même  que  la  pre- 
mièie  branche  ne  sera  venue  se  placer  sur  la  seconde,  qu'autant  que 
les  points  de  l'une  seront  venus  occuper  la  place  des  points  de  l'autre. 
En  sorte  qu'en  général  les  deux  dernières  questions  poinront  être 

20.. 
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considérées  comme  résolues  lorsque  la  première  le  sera  ;  avec  cette 
restriction  toutefois  que,  comme  la  nappe  considérée  du  lieu  initial, 
dans  le  dernier  cas,  ou  la  branche  considérée,  dans  le  second,  pour- 
raient se  scinder  à  un  certain  moment  et  fournir  dans  le  lieu  final  des 
nappes  ou  branches  séparées,  ou  qu'il  convint  de  distinguer,  il  ne 
suffira  pas,  en  général,  d'avoir  étudié  le  mouvement  d'un  seul  point 
[jc,  j',  :]  du  lieu  mobile,  pour  pouvoir  conclure  d'une  manière  cer- 
taine à  l'égard  des  deux  dernières  questions. 

119.  De  la  marche  des  valeurs  d'une  Jonction  de  deux  variables 
imaginaires  assujetties  à  trois  conditions.  —  La  question  qiu  va  nous 
occuper  n'est  pas  seulement  de  l'ordre  de  celles  que  nous  avons  trai- 
tées dans  le  chapitre  VI;  car  si  deux  des  trois  équations  qui  doivent 
ree;ler  la  marche  des  variables  indépendantes  x  et  j,  dont  dépend  la 
fonction  z,  étaient  renfermées  dans  une  équation  entre  .r  et  r,  l'autre 
ne  contenant  d'ailleurs  que  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  x,  par 
exemple,  l'élimination  préalable  de  j'  ferait  même  disparaître  foute 
espèce  de  différence. 

Cette  élimination  sera  toujours  permise  et  devra  même  être  prati- 
quée dans  tous  les  cas  où  elle  sera  possible  ;  mais  nous  n'y  recourrons 
pas  dans  nos  explications  générales. 

120.  Si  la  fonction  z  n'entrait  qu'au  second  degré  ilans  l'équation 

f{x,j,z}^o, 
qui  la  définit,  elle  s'exprimerait  pai' 

z=P- vQ, 

F  et  Q  étant  deux  fonctions  ralionuelles  de  x  et  de  j  :  l'évaluation  de 
F  ne  pouvant  donner  lieu  à  aucune  ambiguïté,  ce  serait,  en  consé- 
quence, sur  z  —  P  que  devrait  porter  la  discussion. 

Or  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  z  —  P  ne  pouvant  changer  de 
signe  qu'en  passant  |)ar  zéro,  ou  par  l'infini  (on  pourrait  toujouis.  par 
inie  traiislormalion  de  variables,  écarter  à  l'avance,  si  on  le  voulait,  le 
cas  où  z  aurait  à  passer  j)ar  des  valeurs  infinies),  la  valeur  qu'aura  dû 
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prendre  la  fonction  2  —  P,  assujettie  à  la  loi  de  continuité,  lorsque 
vr  et  j-  auront  passé  d'une  manière  continue,  par  le  chemin  ccnvenu, 
de  leur  état  initial  à  leur  état  final,  cette  valeur  sera  toujours  facile  à 
assigner,  lorsqu'on  aura  suivi  les  variations  de  signe  d'une  des  parties 
àc  la  fonction. 

Si  le  chemin  parcouru  par  le  système  des  variables  x  et  j-  est 
fermé,  les  deux  valeurs  de  z  s'échangeront  entre  elles,  lorsque  la  par- 
tie qu'on  aura  étudiée  de  z  —  P  aura  changé  de  signe  vm  nombre 
impair  de  fois,  tandis  que,  dans  le  cas  contraire,  chacune  des  fonctions 
reprendra  sa  valeur  initiale. 

121.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  la  fonction  z  définie 
par  l'équation 


j:'        y-        z- 
a-        b-        c- 

t 

qni  donne 

c               \              a- 

nous  poserons  comme  toujours 

/  =  «'  +  P'  V^^r 
z  =  a"4-/3"  v^—  I, 

la  condition  de  réalité  de  z  étant 


—  -\ — r-  =  o     avec      1 r^ ~—  >  o, 

a=  b'  a  0' 

et  celle  qui  en  ferait  disparaître  la  partie  réelle  étant 

—  +  -rr  —  o     avec      1 ~ n-"—  <  o, 

les  points  importants  de  la  discussion  porteront  sur  les   passages  de 
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a,  /3,  a',  |3'  par  des  valeurs  dont  le  système  satisfit  à  la  condition 

aS         a'  B' 
-T-+--rr  =0. 
a-  o- 

Or  celle  des  parties  de  :  qui  s'annulera  en  même  temps  que 

aS         a'  6' 
a'  b' 

changera  de  signe  avec  cette  quantité;  en  sorte  que  tout  se  réduua,  à 
chaque  passage,  à  savoir  si 


aura  ou  non  changé  de  signe  en  passant  par  zéro,  ce  qui  sera  toujours 
aisé  puisque  avant  entre  a,  j3,  a'  et  (i'  trois  relations  connues^  qui 

pourront  fournu-  77'  TT  ^'  ^/T  •""  lonction  de  a,  p,  «  ,  j5  ,   on   pourra 

connaître  le  sens  dans  lequel  aura  varié 

1*22.   La  question  analytique  étant  ainsi  traitée,  il  nous  reste  à  étu- 
dier le  caractère  concret  de  la  condition 


elle  exprime  que  le  point  [x,  f,  2]  passe  sur  une  conjuguée  dont  les 
:  sont  réels,  ou  imaginaires  sans  parties  réelles;  mais  ce  point  demande 
quelques  éclaircissements. 

('oncevf)fis  par  l'axe  des  z  un  plan  mobile 

)=mx. 

avant  pour  coeflicient  angulaire  le  rapport  variable  |,.  prenons  à 
chaque  instant  sa  trace  pour  axe  des  x  et,  pour  axe  des  jy,  le  diamètre 
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conjugué 

A' 

r  = r-  JC 

a'  m 

de  la  seclion  horizontale. 

z,  dans  cette  transformation,  ne  changera  pas;  ponr  ne  pas  mul- 
tiplier inutilement  les  notations,  continuons  de  représenter  par  jc  et 
j-  les  coordonnées  horizontales  de  la  surface  :  j"  sera  mamtenant 
constamment  réel  et  x  restera  représenté  par  a  +  ]S  \/—  i  ;  x.  y,  z 
seront  d'ailleurs  liés  entre  eux  par  une  nouvelle  équation 

—  ■+-  77-,  -<--  —  "  =  o, 

dans  laquelle  a'  et  b'  dépendront  de  m. 

La  condition  de  réalité  de  z  sera  maintenant 


z|3  =  o     avec      i  — 


jzi:_  z: 


et  la  condition  pour  que  z  manque  de  partie  réelle 

a/3  =  o     avec     i  —  "   ,,      —  fV  <  o. 

'  a  -  b  ' 

ou,  en  décomposant  :  les  conditions  de  réalité  de  2  seront 

S'  r'  ^ 

a  =  O     avec      i  +  -7;  —  tt:,  >  o. 
on 

S  =  o     avec      I ^^ tr>o; 

et  les  conditions  pour  que  z  manque  de  partie  réelle. 

a  =  o     avec     i  +  -^7 771  <  o. 


=  o     avec      I r,  —  TT,  <  o. 
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Cela  posé,  le  plan  parallèle  aux  jcz,  mené  à  la  distance  j,  coupera 
la  surface  suivant  une  ellipse  réelle  et  toutes  ses  conjuguées  hyperbo- 
liques, si  7"^  est  moindre  que  b'^,  et,  dans  le  cas  contraire,  suivant  des 
hyperboles  ayant  pour  enveloppe  une  ellipse  imaginaire. 

Or  si  d'abord  nous  supposons  j^  moindre  que  b'',  quand  a  pas- 
sera par  zéro, 

«  -         b  ' 

sera  nécessairement  positif  et  le  point  [jc,  z]  se  trouvera,  dans  le  plan 
que  nous  supposons,  sur  l'hyperbole  imaginaire  dont  les  z  sont  réels, 
dont  l'axe  transverse,  par  conséquent,  est  parallèle  aux  z: 

Et  quand  ^  passera  par  zéro,  le  point  [x,  z]  sera  sur  l'ellipse  réelle,  si 

,_^_£! 

a''         b" 

est  positif,  ou,  dans  le  cas  contraire,  sur  la  conjuguée  dont  l'axe  trans- 
verse est  parallèle  aux  jc. 

En  second  lieu  si  nous  supposons  j'^  plus  grand  que  b'^,  quand  a 
passera  par  zéro,  le  point  [jc,  z]  se  trouvera  sur  la  conjuguée  dont 
l'axe  transverse  est  parallèle  aux  s,  si 

a'        b  ' 

est  positif,  et  sur  l'enveloppe  imaginaire  dans  le  cas  contraire  : 
Et  quand  fi  passera  par  zéro, 

a"        4" 

étant  nécessairement  négatif,  le  point  [se,  z]  se  trouvera  sur  la  con- 
juguée dont  l'axe  transverse  est  parallèle  aux  .r. 

Cela  posé,  nous  pouvons  répéter  ici  les  mêmes  observations  que  nous 
avons  présentées,  dans  le  cas  analogue,  en  géométrie  plane. 

Supposons  que  a:  et  j  revietuienl  à  leur  état  primitif.  Si  a  a  passé 
par  zéro,  il  aiua  dû  changer  de  signe  un  nombre  pair  de  fois;  à 
chaque  fois  la  partie  réelle  aura  changé  de  signe,  par  conséquent  il 
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n'y  aura  pas  d'effet  produit  dans  la  valeur  de  z;  mais  si  /3  a  passé  par 
zéro  et  changé  de  signe  deux  fois,  l'une  avec  la  circonstance 

a'  y' 

I    -   -T,  -   Ï71  >    O, 

et  l'autre  avec  la  circonstance  contraire,  les  parlies  imaginaire  et  réelle 
de  r  auront  successivement  changé  de  signe  et  les  deux  valeurs  de  z  se 
seront  permutées. 

125.  Si  l'équation  proposée  contenait  la  fonction  z  à  un  degré  su- 
périeur au  second,  le  calcul  pourrait  présenter  des  difficidtés  plus 
considérables  ;  mais  la  méthode  serait  encore  paredle  à  celle  que  nous 
avons  appliquée,  en  géométrie  plane,  au  cas  analogue. 

On  classerait  toujours  les  conjuguées  de  la  surface  proposée  en  deux 
catégories,  suivant  que  ces  conjuguées  toucheraient  ou  non  la  surface 
réelle. 

Les  conjuguées  tangentes  à  la  surface  réelle  se  diviseraient  en  plu- 
sieurs classes,  selon  qu'elles  toucheraient  cette  siu'face  sur  telle  ou  telle 
nappe. 

Chaque  conjuguée  tangente  à  la  surface  réelle  serait  divisée  en  j)ar- 
ties  distinctes  par  la  courbe  de  contact. 

Or  le  point  [jc,  j-]  ne  pourrait  passer  d'une  catégorie  de  con- 
juguées à  l'autre,  sans  prendre  son  passage  sur  une  conjuguée  limite 
commune  des  deux  catégories;  ces  passages  devraient  être  relevés  avec 
soin. 

Il  ne  pourrait  non  plus  passer  d'une  classe  de  conjuguées  d'une 
même  catégorie  à  une  autre  classe,  sans  prendre  passage  sur  une  conju- 
guée limite  comniiuie  des  deux  classes. 

Enfin  il  ne  poiuTait  passer'  d'une  partie  à  une  autre  d'une  conju- 
guée, sans  passer  sur  la  surface  réelle. 

Quant  aux  conjuguées  non  tangentes  à  la  surface  réelle,  elles  don- 
neraient lieu  à  une  discussion  plus  compliquée;  mais  on  pourra  ap- 
pliquer au  cas  où  le  point  [^,  J',  z]  aurait  passé  sur  ces  conjuguées,  une 
autre  méthode  d'ailleurs  générale. 

124.   On  pourra,  si  on  le  vent,  comme  nous  lavons  fait  pour  étu- 

Tome  VI  (ï'- série).  —  Mai  i86i.  2  1 


i62  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

(.lier  l'équation 

jr'        y-         z' 
a-         o'         f 

faire  suivre  au  plan  des  xz  le  mouvement  du  plan 

ce  qui  rendra  j  perpétuellement  réel,  et  étudier  la  marche  du  point 
\x,  z\  dans  le  plan  mené  parallèlement  à  celui  des  xz  à  une  distance 
égale  au  nouvel  y. 

La  question  alors  sera  ramenée  à  une  question  de  géométrie  plane 
qui  ne  différerait  de  celle  que  nous  avons  traitée  dans  le  chapitre  VT 
qu'en  ce  que  les  équations  données  entre  z  et  x  contiendraient  des  va- 
riables intermédiaiies  et  seraient,  par  suite,  en  plus  grand  nombre. 

135.  Ue  la  marche  des  valeurs  d'une  Jonction  de  deux  variables 
imaginaires  assujetties  à  deux  conditions.  —  Les  solutions  conununes 
à  l'équation  caractéristique 

/(ar,  j,  z)  =  o 
et  à  deux  autres  équations  permanentes 

V  (a,  |3,  a',  iS')  =  o,       F,  («,  /3,  a',  fi')  =  o, 

formeraient  un  système  doublement  indéterminé,  auquel  par  consé- 
quent correspondrait  une  surface.  Mais  si  I  on  joint  à  ces  équations 
luie  condition  mouvante 

(p(«,  /3)=o, 

les  solutions  conumnies  ne  fournuoni  plus  qu'une  ligne  courbe,  pour 
chaque  forme  de  l'équation  y.  On  pourra  donc  chercher  à  savoir 
comment  une  branche  désignée  de  cette  courbe  se  déplacera  et  se  dé- 
formera, lors([U(;  la  fonction  -p  se  défoiinera  elle-même;  on  pourra,  en 
particulier,  demander  ce  qu'une  branche  désignée  de  la  courbe  primi- 
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tive  serait  devenue  en  pass.int  de  l'équation 

à  l'équation 

Telle  serait  dans  toute  sa  généralité  la  question  que  nous  aurions  à 
étudier  dans  ce  jjaragraphe. 

Conune  nous  la  ramenons  à  savoir  ce  que  sont  devenus  les  points 
de  la  branche  assignée  de  la  courbe  définie  par  les  équations 

f[x,  j,z)  =o, 
F(a, /3,a',/5')  =  o,       F,  (a, /3,  «',13')  =  o, 

y„(a, /3)  =  o, 

il  nous  suffira  de  montrer  par  un  exemple  comment  cette  réduction 
peut  s'effectuer. 
Soit 

.r'         y^        z- 

—    -I-    TT    -h    -    —     I    =    O 

a'         b'        c' 

l'équation  qui  lie  la  fonction  z  aux  deux  variables  x  el  j  ; 

j3'  =  o,     c'est-à-dire     j  =^  réel, 

l'une  des  deux  conditions  que  l'on  devait  fournir  entre  jc  et  j;  enfin 
supposons  que  la  seconde  condition  soit  donnée  par  le  système 

I    7-  =  p  -h   p'  V'  -   I  , 

1      (j^  +  p''^  =  ab  ; 

et  faisons  passer  p'  et  p  par  toutes  les  valeurs  que  prendraient  succes- 
sivement les  coordonnées  d'un  mobile  assujetti  à  décrire  de  droite  à 
gauche  la  circonférence  du  cercle 


r 


ah. 
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et  qui,  partant  du  point  situé  sûr  la  partie  positive  de  l'axe  des  x^  y 

reviendrait  après  un  tour  complet. 

A  chaque  valeur  de  p',  il  correspondra  une  valeur  de  p,  par  suite 
une  valeur  de  r;  les  solutions  communes  aux  deux  équations 


7'  = 


fourniraient  une  siuface,  mais  la  condition  j  =  réel  réduira  ce  lieu  à 
une  ligne. 

A  l'origine  du  mouvement,  c'est-à-dire  lorsque  p'  était  lud  et  p  égal 
à  +  \ab,  la  ligne  mobile  sera  composée  d'une  courbe  d'entrée  et 
d'une  coiH'be  de  sortie;  à  la  fin  du  mouvement,  la  ligne  mobile  sera 
revenue  occuper  sa  position  initiale  :  la  question  serait  donc  de  savoir 
quelles  pernnitations  auront  pu  se  produire  entre  les  branches  de  cette 
courbe,  du  commencement  à  la  fin  du  mouvement. 

Pour  traiter  cette  question  conformément  au  plan  tracé  dans  les  ap- 
plications qui  précèdent,  il  nous  suffira,  puisque  y  doit  rester  con- 
stamment réel,  d'étudier  le  mouvement  du  point  de  rencontre  de  la 
ligne  mobde  avec  un  plan  réel  parallèle  aux  xz, 

y  =  ^'. 

car  en  faisant  varier  //,    nous  pouirons  ensuite   assigner    la    position 
finale  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  mobile. 
L'équation 

.r'H-'i-'=  (p  +  p'  V-  0' 

représente  les  cylindres  parallèles  aux  z  qui  auraient  poin-  traces  sur 
le  plan  des  xy  les  conjuguées  du  lieu 

j'  +  -^'=  (p+  p'  V^^)'- 

Ces  conjuguées  sont  toutes  égales  entre  elles;  elles  oui  pour  enveloppe 
imaginaire  la  circonférence  du  cercle 

j*  -t-  x"  =  (p  -i-  p'j% 
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mais   celle  dont   les  ordonnées    sont    réelles    nons    occupera   seule. 

Cette  conjuguée  touche  l'enveloppe  imaginaire  aux  extrémités  du 
diamètre  dirigé  suivant  l'axe  des  j:  et  a  pour  asymptotes  les  bissectrices 
(les  angles  des  axes;  elle  se  réduit  soit  à  l'hyperbole  équilatere,  qui  a 
pour  axe  transverse  Taxe  des  jc,  lorsque  p  s'annule,  soit  au  cercle  et  à 
l'hyperbole  équilatere,  qui  a  pour  axe  transverse  l'axe  des  j",  lorsque 
c'est  au  contraire  p'  qui  passe  par  zéro. 

Le  plan 

coupe  le  cylindre 

y^  -i-  JC^  —  [p  +  p'  y'—  i)' 

suivant  les  génératrices  partant  des  points  d'intersection  de  la  droite 
y  :=  k  avec  la  conjuguée  dont  il  vient  d'être  question. 
Lorsque  h  est  moindre  que  b,  le  plan 

coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  réelle  dont  la  projection,  en  vraie 
grandeur,  sur  le  plan  des  jcz  a  pour  équation 

et  toutes  ses  conjuguées. 

Tandis  que  lorsque  h  est  plus  grand  que  b,  l'intersection  se  com- 
posé des  conjuguées  de  l'enveloppe  imaginaire  elliptique 


')■ 


Cela  posé,  déterminons  d'abord  la  courbe  fournie  par  le  système 
des  équations 

a?         b-         c^ 

x^  -tj^  =  ab, 
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dans  lequel  on  ferait  passer  h  par  toutes  les  valeurs  réelles  de  —  ao   à 

Lorsque  h  varie  entre  —  \ab  et  +  yrtè,  x  reste  réel  ;  quant  à  z,  il 
prend  la  valeur  déterminée  par  Féquation 

z"-  ab  — y'-        j''' 

c'  a'  b^ 

OU 

c-         ^  '  a- b^ 

il  est  donc  réel   ou  imaginaire,  suivant  que  j"^  est  moindre  ou  plus 
grand  que 

ab- 
r^b' 

de  sorte  qu'entre  les  limites 

le  lieu  est  réel  et  appartient  par  conséquent  à  l'ellipsoïde. 
Tandis  qu'entre  les  limites 


le  lieu  est  imaginaire;  mais  ses  x  et  j  étant  réels,  il  appartient  à  l'hy- 
perboloïde  à  une  nappe  circonscrit  à  l'ellipsoïde  le  long  de  sou  con- 
tour apparent  par  rapport  au  plan  des  xj, 


x''         y' 
a'         b^ 


Eidin  m  dehors  des  limites 

—  sfâl)     et     +  s/ah, 
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les  y  de  la  courbe  sont   réels,   ses  jc  sont   imaginaires  sans    parties 
réelles,  et  quant  à  ses  z,  déterminés  par  l'équation 

-  z=  (a  —  0) —-T- • 

c-         ^  a    ly 

ils  sont  aussi  imaginaires,  sans  parties  réelles,  puisque  j'^  surpassant 
ab,  à  plus  forte  raison 

nb'^  —  {a  -h  b)  j- 

est  négatif;  la  courbe  appartient  donc  à  l'hyperboloïde  à  deux  nappes 

X-       jr''        z' 

a'         b'         c-  ' 

qui  du  reste  n'est  pas  une  conjuguée  de  l'ellipsoïde. 
Lorsque 

— r  z'  a 

r  =  ±  \'ab,     X  =  o      et     -  =  I  —  yj 
le  point 

X  =  o,     y  =  \/nb,     z  =  c  k/j  —  1 

appartient  donc  à  la  fois,  comme  cela  devait  être,  aux  deux  byperbo- 
loides 


et 


Cela  posé,  il  ne  nous  reste  qu'à  donner  successivement  à  h  des  va-* 
leurs  comprises  entre  o  et  -f-  ^  t/         ,  ^  entre  -(-  b  1/ 7  et  +  \/ab, 

enfin  entre  +  \/ab  et  4-  =0  ,  et  à  examiner  ce  qui,  dans  chaque  cas, 
aura  dû  se  passer  lorsque  p  et  p'  seront  revenus  à  leurs  valeurs  ini- 
tiales +  \'ab  et  o. 

Supposons  d'abortl   h  compris  entre  o  et    +  6  W      "  ,,  le  point 
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[x,  z]  alors  se  déplacera  sur  les  conjuguées  de  l'ellipse 

s'il  était  d'abord  (c'est-à-dire  lorsque  p'  était  nul  et  (S  égal  à  +  \ah) 
sur  la  nappe  supérieure  de  l'ellipsoïde,  p'  devenant  positif,  l'équation 

.rr/,r  =  rcir, 

ou  il  faudrait  faire  Jc  réel  et  positif,  /  égal  à  -\-  \ab  et  dr  égal  à 
fip  -+-  Hp'  \  —  I,  dp'  étant  positif,  montre  que  la  partie  imaginaire  de 
dx  sera  positive. 

D'un  autre  côté,  l'équation 


où  il  faudrait  faire  z  réel  et  positif,  montre  à  son  tour  que   la   partie 
imaginaire  de  dz  sera  négative. 

Le  point  [.r,  r]  se  placera  donc  d'abord  sur  une  branche  inférieure 
de  conjuguée  de  l'ellipse 


il  restera  d'ailleurs  du  même  côté  du  point  de  contact  de  l'ellipse  avec 
la  conjuguée  où  il  pourra  se  transj)orter,  jusqu'au  moment  où  p'  repas- 
sera par  zéro,(0  ayant  alors  la  valeur  —  \nl>  :  car  en  vertu  de  léquatiou 

.r"  =  [p  -I-  p'  V—  I  )*  —  /'S 

X  ne  peut  être  réel  qu'autant  que  p'  est  nul. 

Mais  avant  que  p'  ne  redevînt  nul,  p  lui-même  auia  passé  par  zéro, 
et  ce  passage  doit  attirer  notre  attention. 

Au  moment  où  p  sera  devenu  mil,  p'  aura  [)ris  la  valeur  -^  \(d). 
X  aura  l'une  de  celles  que  comprend  la  formule 
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Mais  comme  la  partie  imaginaire  de  cette  variable  avait  commencé 
par  être  positive  et  qu'elle  n'a  pas  repassé  par  zéro,  la  seule  valeur 
admissible  sera 


,r  =  +  V —  1  yjh'^  4-  ab 
Quant  à  z,  il  aura  pris  l'une  des  valeius 

±cy/ 


II'  -+•  al)         h- 
a-  0' 


qui  sont  réelles,  car  la  condition 

II' -^  ab         li- 
a-  0' 

revient  à 

ab-  >  Ir  [a  —  b), 

et  h'  étant  moindre  que  7  est,   à   plus  torle   raison,  inférieur  à 

a  —  b 

D'ailleurs  la  partie  réelle  de  z  étant  d'abord  positive  et  n'ayant  pas 
encore  passé  par  zéro,  sera  restée  positive,  de  sorte  que  la  valeur 
finale  de  z  sera 


V' 


II-  -T-  ab         II' 
Z  =  +  C  V/  I  H -, -j-, 


le  point  [x,  z]   se   trouvera  donc  alors  sur  la  partie  de  droite  de  la 

branche  supérieure  de  la  conjuguée  !^  :=  o. 

La  caractéristique  changera  de  signe  aussitôt  après,  cai',  eu  vertu  de 
l'équation 

xdx  =^  rdr 
où  il  faudrait  faire 


X  =  +  y/ — isjh^^ab,     ;=  +  y/— I  v'«^7 
et  dp'  négatif,  la  partie  imaginaire  de  dx  sera  négative. 

Tome  VI  (2*  série). —  Mai  1861. 
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Au  moment  donc  où  f,'  sera  nul  et  où  p  prendra  la  valeur  —  \ah, 
le  point  \x,  z]  devra  se  trouver  sur  le  second  quadrant  de  l'ellipse 


x''         z'  h'' 


A  partir  de  là  il  changera  de  branche  sur  la  conjuguée  où  il  se  trans- 
portera, car  en  vertu  de  l'équation 

xdx  =  rdr 

où  X  serait  réel  et  négatif,  /'  égal  à  —  s/ab,  et  où  dr  aurait  sa  partie 
imaginaire  négative,  la  partie  imaginaire  de  dx  redeviendra  négative 

tandis   que,   par   suite,   celle  de  dz  deviendra  positive,   pour  que  ~ 

reste  négatif,  comme  cela  doit  être. 

Le  point  [x,  z]  restera  maintenant  sur  une  branche  inférieure  de  la 
conjuguée  tant  que  p'  ne  repassera  pas  par  zéro. 

11  repassera  sur  la  conjuguée  ^  =  o  au  moment  où  p  redeviendra 
nul  et  (s' égal  à  —  \/ab\  mais  comme  il  n'aura  pas  pu  passer  sur  la  conju- 
guée ^  =  00  ,  puisque  x  n'aura  jamais  pu  prendre  de  valeurs  réelles 

supérieures  à  a,  les  mêmes  faits  se  reproduiront  ensuite  en  sens  ui- 
verse,  de  sorte  que  quand  p  «t  js'  auront  achevé  leur  évolution,  le 
point  [x,  jr\  reviendra  à  sa  place  primitive. 

Ainsi,  après  l'évolution  complète,  chacune  des  parties  supérieure  ou 
inférieure  de  la  section  réelle  du  cylindre 

a-'  H-  /»  =  r" 
et  de  l'ellipsoïde 

O'  «'  f 

sera  revenue  occuper  sa  position  primitive. 

Faisons  mnintenanl  varier  //  entre  +  b\,/ r  et  -l-  ^  : 

\  a  -\-  b 

X  =  sjr*  —  h''  sera  encore,  comme  dans  le  cas  précédent,  réel,  ou 
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imaginaire  sans  partie  réelle,  lorsque  p'  ou  p  passeront  par  zéro,  tandis 
que,  dans  tout  autre  cas,  il  se  composera  d'une  partie  réelle  et  d'une 
partie  imaginaire. 

Au  départ,  c'est-à-dire  lorsque,  p'  étant  nul ,  p  aura  la  valeur 
-I-  yjab,  X  sera  réel  et  par  exemple  positif,  et  z  imaginaire  sans 
partie  réelle.  Le  point  [ ar,  z]  se  trouvera  alors  sur  la  conjuguée  ^  =  °c 
de  l'ellipse  réelle 


z'  __  Il 


supposons  qu'il  appartienne  à  la  bnuiche  supérieure  de  cette  conju- 
guée, ou  que  le  pouit  \x,  y\  z]  appartienne  à  la  nappe  supérieure  de 
l'hyperboloïde 

x"-        y'        3' 

a}        b'^        c'  ' 

le  coefficieut  de  V  —  '  dans  la  valeur  initiale  de  z  étant  ainsi  positif. 

Comme  au  départ  la  caractéristique  du  point  [x,  z]  se  trouvait  in- 
finie, nous  devons,  avant  tout,  nous  demander  quel  signe  elle  aura 
pris  immédiatement  après. 

Or  l'équation 

xdix-  =  rdr, 

dans  laquelle  il  faudrait  faire 


x=^ -i- \Jab  —  h-,     r  =  -^\nb     et     dr  =  dp  +  dp' \j  —  i . 
donne 


d^  \jab  —  h^  =  dp'  \Jab, 

c'est-à-dire  que  d^  sera  d'abord  positif  ;  et  comme  Ci"  était  déjà  posi- 
tif et  avait  une  valeur  finie,  la  caractéristique  du  point  [.r,  z]  com- 
mencera par  être  positive. 

Ainsi  le  point  de  contact,  avec  l'ellipse,  de  la  conjuguée  sur  laquelle 
se  transportera  d'abord  le  point  [a:,  z],  se  trouvera  dans  le  quatrième 
quadrant. 

11.. 
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Au  reste  le  point  [jt,  z]  ne  pourra  jamais  passer  sur  l'ellipse  réelle 

x'        z'  h- 

a-         f'  "' 

puisfjue  toutes  les  fois  que  x  reprendra  l'une  de  ses  valeurs  réelles 


\nh  —  h' 


correspondantes  à  js'  =  o,  z  en  même  temps  reprendra   l'une  de  ses 
valeurs  imaginaires  sans  partie  réelle 


H-v/" 


le         nb  —  h- 

1p  7ë~ 


il  restera  donc  toujours  sur  la  même  branche  de  la  conjuguée  qui  le 
contiendra,  ou  plutôt  il  suivra  cette  branche  de  conjuguée  dans  son 
évolution  autour  de  l'ellipse. 

Il  ne  s'agit  donc  que  de  savoir  par  quelles  valeurs  passera  la  carac- 
téristique de  celte  conjuguée. 

Lorsque  p'  atteindra  sa  valeur  +  \Jab  et  que  par  conséquent  ç,  se 
trouvera  nul,  x  aura  I  inie  des  valeurs 


X  =z±  sjh^  -4-  ab  V  —  I  ; 

mais  comme  la  partie  imaginaire  de  x  a  commencé  par  être  positive 
et  qu'elle  ne  s'est  pas  encore  annulée,  elle  sera  restée  positive;  de  sorte 
que  la  seule  valeur  admissible  pour  x  sera 


X  =  -+-  y/^^  -+-  ah  y  — 
Quant  à  2,  il  aura  l'une  des  valeurs 


qui  sont  réelles,  car  la  condition 


/;'  +  ab  ^    /i' 
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revient  à 

ah''  >  A=  [a  -  b) 

qui  est  satisfaite  clans  l'hypothèse  où  nous  raisonnons,  puisque  //  est 
moindre  que  /;. 

Mais  la  partie  réelle  de  z  un  peu  après  le  départ  était  négative,  et 
elle  n'est  pas  encore  devenue  nulle;  elle  a  donc  dii  rester  négative, 
par  conséquent  la  valeur  de  z  doit  être 

z  I  Â^        h-'-'rab 

<?  V  "  "' 

le  point  [x,  z]  se  trouve  donc  alors  sur  la  partie  droite  de  la  branche 
inférieure  de  la  conjuguée  ^  =  o  de  l'ellipse 

(7-  f'  /r 

Aussitôt  après,  la  caractéristique  du  point  mobile  cliangera  de  signe  : 
«•n  effet  la  différentielle  de  jc  sera  déterminée  par  l'équation 

jcd.T  =  rdr 


V  —  I  V^*  +  fib  {da  +  d^\  —  I  )  =  v'—  i  \nl)  [dp  +  dp'  y'—  i  ), 
c'est-à-dire 


du.  \/i'^  ■+-  ah  =  dp  \/ab 

et  

d^  sja^  -h  ab  =:  dp'  \Jab, 

tandis  que  celle  de  z  le  sera  par  l'équation 

r dx         z  (h 


/   _i'       h'  +  ab 


/-')  =  o. 
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c'est-à  dire 


et 


da\Jk'-hab 

^^V-p-^_. 

a' 

c 

d^fja^-^ab 

dx"\/  i  —  -r:H ; 

V           b^            a' 
1 =  O. 

Or  dp'  étant  négatif  ainsi  que  dp,  da,  dp  et  dp"  sont  aussi  négatifs, 
de  sorte  que  p  qui  était  fini  et  positif,  restant  positif,  la  caractéris- 
tique devient  négative,  c'est-à-dire  que  le  point  [;r,  2]  se  transporte 
sur  la  partie  de  droite  de  la  branche  de  conjuguée  de  l'ellipse 


i'  —   _  ^ 


qin  la  touche  dans  le  troisième  quadrant. 

11  en  résulte  que  lorsque  p'  redeviendra  nul,  p  ayant  alors  la  valeur 
—  \ab,  le  point  [a-,  z]  viendra  se  placer  sur  la  partie  inférieure  de  la 
branche  de  gauche  de  la  conjuguée  ^  =  o  de  l'ellipse 

*'        z'  h'' 

Le  mouvement  se  continuera  ensuite  évidemment  dans  le  même 
sens;  et  lorsque  p  et  p'  seront  revenus  à  leurs  valeurs  initiales,  le 
point  [x,  z]  sera  revenu  aussi  à  sa  position  initiale. 

Ainsi  les  deux  portions  supérieure  et  inférieure  de  la  courbe  que 
nous  étudions,  dans  l'intervalle  compris  entre  les  plans 


y 


=  />  v/-^      et      Y  =  b. 


après  l'évolution  complète,  reprennent  aussi  leurs    positions   primi- 
tives. 

Supposons  enfin  que  //  dépasse  la  limite  h.  Le  point  [x,  z],  alors,  se 
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déplacera  sur  les  conjuguées  de  l'ellipse  imaginaire 


x  =  \r'  —  A*  pourra  ou   non   devenir  réel,   en    même  temps  que  r, 
selon  que  h^   sera  moindre  que  ab ,  ou   plus   grand.   Selon   le   cas, 

le  point  [x,  z]  pourra  donc  ou  non  passer  sur  la  conjuguée  ^  =;  00 

du  lieu. 

La  discussion,  au  reste,  dans  chacun  des  deux  cas  h^  <  ah  et 
fi'  >  ab,  s'achèverait  conmie  précédemment,  et  il  est  inutile  que  nous 
insistions  davantage. 

126.  Nous  avons,  dans  ce  qui  vient  d'être  dit,  supposé  toujours 
que  p  et  p'  achevassent  complètement  leur  évolution,  mais  la  discus- 
sion a  été  dirigée  de  telle  manière,  que  si  l'on  voulait  s'arrêter  à  des 
valeurs  correspondantes  quelconques  de  p  et  de  p',  on  pût  immédia- 
tement assigner  la  place  que  serait  venue  occuper  la  branche  mobile  de 
la  courbe  considérée. 

127.  De  la  marche  des  valeurs  d'une  Jonction  de  deux  variables 
assujetties  à  une  seule  condition.  —  Il  suffirait  évidemment  de  suppri- 
mer, dans  l'exemple  précédent,  la  condition 

/3'=o, 

pour  en  former  un  qui  se  rapportât  à  la  question  présente. 
Les  équations 

a'        b-        c' 

x^  -h  X^  =  r^, 

r=p  +  p'sj—\, 
p^  -f-  p'^  =  ah 

détermineraient  une  surface  variable  de  forme  et  de  position  avec  la 
valeur  de  p;  de  sorte  que  la  valeur  initiale  de  p  étant  par  exemple 
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-f-  \ah,  il  sagii'dit  de  savoir  ce  qu'une  nappe  désignée  de  celle  surface 
initiale  serait  devenue  lorsque  p  et  p'  auraient  achevé  leur  évolution. 
Or  la  surface  mobile  contiendra  toujours  la  courbe  mobile  dont 
nous  avons  étudié  le  mouvement  dans  le  numéro  précédent;  on  peut 
donc  dire  que  la  position  finale  de  la  nappe  considérée  de  cette  sur- 
face sera  déterminée  par  la  position  finale  de  l;i  branche  correspon- 
dante (le  la  Courbe  mol>ilc. 

De  la  co/H'ergcnce  du  développement,  par  lajormide  de  Tnylor,  d'une 
fonction  de  deux  variables. 

Î28.  jCg  et  j-Q  désignant  les  valeurs  initiales  des  deux  variables  in- 
dépendantes X  et  j-,  et  Zg  celle  de  la  fonction  z,  cette  fonction  est 
représentée  jusqu'à  un  certain  point  par 


dy  j 0        I  \dxdyj^  \  .1 

'd'z\    if  —  fc]-    , 


I  a-  z 
^   \dp 

Cette  suite,  comme  étant  indéfinie,  constitue  bien  une  série,  si  l'on  prend 
le  mot  dans  son  acception  la  plus  large,  mais  en  réalité  elle  en  fournira 
autant  qu'on  voudra  imaginer  de  modes  d'en  grouper  les  termes  :  et 
non-seulement  les  conditions  de  convergence  de  toutes  ces  séries  ne 
seraient  pas  identiques,  mais  même  elles  ne  porteraient  pas  sur  les 
mêmes  groupes  de  coefficients  différentiels. 

Ainsi  on  pourrait  regarder  le  développement  connue  représentant 
la  sommL-  des  valeurs  des  séries  formulées  dans  les  diverses  lignes  ho- 
rizonlales;  ou  pourrait  grouper  les  termes  suivant  les  lignes  diago- 
nales, etc. 

Dans  chaque  cas,  la  condition  de  convergence  dépendrait  du  mode 
de  groupement  des  termes. 

Il  e.st  d(jnc  indispensable  de  poser  avant  tout  la  tpiestion  qu'on  a  en 
vue  et  de  définir  la  série  dont  la  convergence  est  miscî  en  ipiestion. 
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Nous  nous  proposons  ici  de  ramener  la  question  de  la  convergence 
du  développement  d'une  fonction  de  deux  variables  à  celle  de  la  con- 
vergence du  développement  d'une  fonction  d'une  seule  variable;  le 
but  indiqué  désigne  alors  claiiement  la  série  dont  il  doit  être  ques- 
tion. 

Nous  nous  occuperons  exclusivement  de  la  série  formée  des  sommes 
de  termes  homogènes,  par  rapport  à  {x  —  Xq)  et  à  [j  —  Jo)i  dans 
le  développement  général. 

129.  JCf,  et  )  0  étant  toujours  supposés  connus,  au  lieu  de  nous  don- 
ner x  et  j,  c'est-à-dire  (.r  —  Xq)  et  (j — fn),  nous  nous  donnerons 

[x  —  Xf,)  et -■:  ce  qui  reviendra  au  même. 

La   fonction  z.  alors,   dépendra  de   x  et  du   rapport -■>    que 

nous  désignerons  par  X-,  de  sorte  que  si  l'équation,  qui  d'abord  défi- 
nissait z,  était 

f{x,  J,  z)  =  o, 
la  nouvelle  sera 

J[Xo  -H  X  —  Xo,  Jo  -+-  li  [^'  —  -X^n),   z]  —  O, 

et  nous  développerons  z  suivant  les  puissances  croissantes  àe(  x  —  jr^), 
par  la  formule  de  Maclaurin,  comme  une  fonction  d'une  seule  va- 
rialile. 

Le  développement  de  z  contiendra  bien  toujours  deux  variables  x 
et  k,  mais  nous  nous  bornerons,  d'abord,  à  déterminer,  pour  chaque 
valeur  de  k,  la  limite  que  ne  devrait  pas  dépasser  le  module  de 
[x  —  Xg),  pour  que  la  série  restât  convergente. 

En  procédant  ainsi  nous  n'aurons  pas  seulement  obtenu  les  réponses 
propres  à  toutes  les  questions  que  pourrait  comporter  l'étude  de  la 
série,  dans  tous  les  cas  où  les  valeurs  finales  des  deux  variables  indépen- 
dantes seraient  données  à  l'avance  :  nous  aurons  encore  établi  des 
bases  pour  résoudre,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  la  question  inverse 
ou  il  s'agnait  de  déterminer  la  relation  d'inégalité  à  laqiudle  devraient 

Tome  VI  ('i'  série).  —  Mai  iHIn.  2J 
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satisfaire  les  modules  de  [jc  —  Xg)  et  de  {j  —  j^)  pour  que  la   série 
restât  convergente. 

150.   Le  développement  de  z,  ordonné  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  {x  —  Xg  \  est 


-ni). 


''  d'-z\ 


(x  — jr„)= 


Or,  pour  chaque  valeur  de  /f,  la  condition  tie  convergence  ne  dépendra 
plus  que  de  la  nature  du  lieu 

/  [x,  ;  „  +  k{x-  Xg),  z]  =  o, 

et  de  la  place  occupée  sur  ce  lieu  par  le  point  [xg,  z„].  La  question 
sera  donc  entièrement  identique  à  celle  que  nous  avons  traitée  dans  le 
chapitre  VIL 

1.11.    Les  points  du  lieu 

/'[•^»  Jo  -»-  ^"('^  -  -^o).  "•]  =  O 

ou  le  développement  de  z  peut  être  arrêté,  sont  ceux  ou  les  denxces  de 
2  par  rapport  à  .»  deviennent  infinies  à  partir  d'un  certain  ordre.  Mais 
nous  ne  pouvons  prétendre  ici  à  distinguer  tous  les  cas  les  uns  des 
autres  :  nous  nous  hornerons  donc  à  l'examen  de  celui  où  les  déri- 
vées d'ordres  supérieurs  ne  sauraient  devenir  intinies  (|uavec  et  après 
celle  du  premier  ordre. 

La  dérivée  de  z  par  rapport  a  jr  en  un  point  Aw  lieu 


J[x,  r„-h  k(x  -Xg),  z]  =  o 
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est 

dx  dy 

dz 

j  désignant  la  variable  x^  +  k{x  —  x);  les  points  dangereux  seront 
donc  fournis  par  les  équations 

f^\x,J^  +  k[X~JC„),  zj  =  o 

et   - 

/[•^' Jo  +  k{x  -  Xo),  z]  =  0. 

Ces  points  appartiennent  à  la  courbe  de  contact  de  la  surface 

avec  le  cylindre  qui  lui  serait  circonscrit  parallèlement  aux   s,   car 
cette  courbe  aurait  pour  équations 

/J(x,  j,z)  =  o 
et 

/{^.  J,  z)=  o 

ou  il  suffirait  de  faire  y  =  /^  -h  k  [x  —  Xq)  pour  retrouver  les  précé- 
dentes. 

Ainsi  les  points  dangereux  du  lieu 

yf-^o  j"o + ^'(-^  -  •^■o)>  ^]  =  o 

sont  les  points  d'intersection  du  plan  réel  ou  imaginaire 

J  =  Jo  ■+■  k  {x  —  Xo) 

avec  la  courbe  de  contact  dont  nous  parlons. 

a3.. 
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Si  la  projection  sur  le  plan  des  xr  de  cette  courbe  est  représen- 
tée pyi' 

0  {x,  r)  =  G. 

les  abscisses  des  points  dangereux  du  lieu 

_/[x,  )-o-4-  klx  —  x„),  z]  =  o 

seront  donc  fournies  par  les  équations 

(p{x,j)  =  o, 
j=rjo  +  A-(x-.ro), 

c'est-à-dire  que  les  projections  de  ces  pomis  sur  le  plan  des  xr  seront 
les  uitersections  du  contour  apparent 

?  (^,  j)  =  o 
et  de  la  droite 

j=  )'„  +  /,- (.r  —  Xo), 

si,  bien  entendu,  dans  cet  énoncé,  par  contour  apparent  de  la  surface 
on  entend  le  contour  apparent  réel  et  toutes  ses  conjuguées. 

I.>2.  La  constante  k  marque  la  direction  du  chemin  qui  conduirait 
du  point  [.ï'oi/o]  3"  point  [.r,  j^],  et  il  est  évident  que  le  module  de 
Il  diflérence  entre  Xq  et  l'abscisse  du  point  dangereux  où  s'arrêtera  le 
développement  dépendra  essentiellement  de  A;  ainsi  le  module  maxi- 
mum de  la  différence  x  —  Xq  et  par  suite  celui  de  j  —  y^^  seront  es- 
sentiellement variables  et  intimement  liés  à  la  valeur  de  k. 

Cela  est  tellement  vrai,  que  la  direction  k  pourrait  être  telle,  que  les 
modules  de 

jr„  —  X       et  de      jf,  —  Y 

pussent  devenir  infinis  sans  que  la  série  cessât  de  rester  convergente. 
11  suffirait  eu  effet  pour  cela  cjue  la  droite 

v=Jo-i-  k{x  —  x^) 
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coïncidât  avec   une   asymptote  réelle  ou    imaginaire  du    lieu 

fiœ,  J)  =  o 

qui  ne  rencontrât  celui-ci  nulle  part  ailleurs  qu'à  l'inhui. 
En  voici  un  exemple  : 
Soit  l'équation 


qui  donne 


3  /  X- 

si 

et  que  l'on  pose  d'ailleurs 


Y  —  Ta  b      


le  point  mobile  [x,  j^  décrira    une  asymptote  du  contour  apparent 

■'■'       j' 

-  +  7^— i=o 

de  la  surface,  asymptote  qui  ne  rencontrera  ce  contour  nulle  part  ail- 
leurs qu'à  l'infini,  z  devra  donc  alors  se  développer  en  série  conver- 
gente quel  que  soit  le  module  de  x  —  Xo. 

Et  en  effet  dans  ce  cas  z  ne  sera  qu'une  constante  c;   toutes  les 
sommes  de  termes  homogènes  du  développement 


+  (|)„(j-Jo)+..- 
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seront  donc  nulles  d'elLes-mêmes;  les  modules  de  (x  —  jto)  et  de 
(j  —  j-g)  pourraient  donc  être  infinis,  que  la  série,  définie  comme  nous 
l'avons  définie,  n'en  resterait  pas  moins  convergente. 

On  voit  par  là  combien  il  était  contraire  à  la  réalité  des  choses, 
do  supposer,  comme  on  l'a  fait,  avant  tout  examen,  que  les  modules 
de  {x  —  Xo)  et  de  [j  —  Jo)  fussent  mdépendants  et  eussent  des 
niaxima   respectifs  fixes. 


NOTE. 

ie  n'avais  pas  connaissance,  loi  sque  j'écrivais  le  ciiapitre  VII  de  mon  Mémoire,  d'une 
Note  fort  courte,  mais  très-importante,  que  M.  Tchejjicheff  a  insérée  en  i844  dans  le 
Journal  de  Crelle  (t.  XXVIII,  pages  279  a  283). 

Cette  Noie  sur  la  convergence  de  la  série  de  Taylor  contient  à  certains  égards  la 
bonne  solution  delà  question. 

Le  dernier  énoncé,  fourni  à  cette  époipie  par  M.  Caiicliy,  de  la  condition  de  con- 
vergence, était  ainsi  conçu  : 

a  X  désignant  une  variable  réelle  ou  imaginaire,  une  fonction  réelle  ou  imaginaire 
«  <le  X  sera  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
.  ascendantes  de  x,  tant  que  le  module  de  x  conservera  une  valeur  inférieure 
u  à  la  plus  petite  de  celles  pour  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d'être  finie 
.  ei  continue.  • 

M.  Tchebicheff  propose  de  dire  : 
<    La  série  de  Taylor 

/(«)  +  i/'(«)  +  -il/>'(„)^-  ... 

»  ist  divergente  ou  convergente  suivant  que  le  module  de  z  est  plus  grand  ou  plus 
..  petit  que  celui  de  la  valeur  imaginaire  r  qui  rendrait  infinie  ou  discontinue  une  des 
i>   fonctions 

/(a  -t-  x] ,  f  [a  -+-  x),f"  (n  +.t)  ...    . 

Kn  Mn)|>riiiiaiil  de  cet  énonce  l'assertion  que  la  série  deviendrait  divergente  au  delà 
du  premier  point  dangereux,  on  trouve  la  règle  que  j'ai  proposée  moi-même  et  dont 
je  croyais  la  formule  nouvelle. 

Les  deux  énoncés  de  M.  Tchebicheff  et  de  !M.  Lamarle  sont  vicieux,  il  est  vrai,  sous 
un  rapp<irt,  mais,  tous  ceux  cpion  a  donnés  depuis  sont  entachés  du  même  défatit;   au 
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contraire,  ce  qu'ils  contenaient  de  rigoureusement  exact  a  été  eompliqiié  depuis  de 
conditions  qui  n'ont,  ni  de  près,  ni  de  loin,  le  moindre  rapport  :\  la  convergence  de  la 
série. 

Même  on  eu  est  venu  jusqu'à  ne  plus  caractériser  les  points,  où  le  développement 
peut  être  arrêté,  que  par  la  seule  qualité  commune,  qui,  justement,  n'apporte  par  dle- 
iiiéme  aucun  obstacle  au  développement. 

Car  s'il  faut  bien,  il  est  vrai,  qu'un  point  soit  multiple  pour  être  dangereux,  ce  n'est 
en  aucune  façon  comme  point  multiple  qu'il  est  dangereux,  mais  parce  que,  suivant 
M  Tchebicheff,  les  dérivées  de  la  fonction  y  deviennent  infinies,  à  partir  d'un  certain 
ordre,  ou,  suivant  M.  Lamarle,  parce  que  les  valeurs  de  la  fonction  peuvent  se  pernuiter 
autour  de  ce  point. 

Pour  qu'on  ait  cru  devoir  changer  les  énoncés  proposés  par  M.  Tcliebiciieff  et  par 
M.  Lamarle,  il  faut  qu'ils  n'aient  été  bien  compris  ni  l'un  ni  l'autre. 

C'est  pourquoi  je  pense  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  revenir  sur  la  déuionstiation  lU- 
leur  entière  identité,  démonstration  que  je  n'ai  qu'indiquée  dans  le  chapitre  Vil. 

Ce  qui  est  en  question  est  de  savoir  si  les  valeurs  de  la  fonction  j',  qui  difféÉent 
inliniment  peu  de  l'ordonnée  d'un  point  multiple  du  lieu  _/(.<:,/)  =^  o,  peuvent  se  pei- 
iiiuter  entre  elles,  la  variable  x  ne  prenant  elle-même  que  des  valeurs  infiniment 
voisines  de  l'abscisse  de  ce  point  multiple,  sans  qu'aucune  des  dérivées  de  la  fonction, 
quel  qu'en  soit  d'ailleurs  l'ordre,  soit  infinie  en  ce  point. 

Il  me  seinble  qu'il  suffît  pour  cela  d'observer  que  pour  que  deux  valeurs  de  y  se 
permutent,  il  faut  que  toutes  leurs  dérivées  se  permutent  aussi.  Cette  remarque  est  bien 
concluante  en  effet;  car,  de  même  qu'on  ne  saurait  admettre  que  deux  valeurs  de  j, 
correspondantes  à  une  même  abscisse,  mais  séparées  par  un  intervalle  fini,  se  permu- 
tassent sans  que  la  variable  x  se  fût  écartée  de  sa  valeur  initiale  d'une  quantité  finie, 
on  n'admettra  pas  davantage  que  les  dérivées  d'ordres  supérieurs  à  celui  où  a  lieu  la 
séparation  définitive,  se  permutent,  sans  celte  condition;  or  si  elles  ne  peuvent  se  per- 
muter, les  valeurs  de  la  fonction  ne  se  permuteront  pas  non  plus. 

On  peut  pousser  plus  loin  cette  analyse  : 

Si  en  un  point  multiple  du  lieuy(x,j-)  =i  o  quelques  dérivées,  d'ordre  «,  se  séparent 
des  autres,  en  prenant  d'ailleurs  des  valeurs  distinctes,  ces  dérivées  ne  pouvant  se  per- 
muter, ni  entre  elles,  ni  avec  les  autres,  dans  un  parcours  infiniment  petit  de  la  variable, 
il  en  sera  de  même  des  formes  correspondantes  de  la  fonction. 

En  second  lieu  si,  parmi  les  dérivées  d'ordre  «',  on  en  trouve  plusieurs  ayant  une 
même  valeur /,  d'autres  ayant  une  même  valeur  /',  etc.,  évidemment,  sans  pouvoir 
encore  rien  affirmer  de  la  permutabilité  ou  de  l'irapermutabilité  entre  elles,  de  celles  des 
dérivées  qui,  pour  une  valeur  àex  infiniment  voisine  de  l'abscisse  du  point  multiple. 
])rennent  des  valeurs  infiniment  peu  différentes  de  /■  ,  on  pourra  du  moins  affirmer 
«pi'elles  ne  se  permuteront  pas  avec  les  autres,  et  par  suite  conclure  dans  le  même  sens 
et  avec  les  mêmes  restrictions  pour  les  formes  correspondantes  de  la  fonction. 

Enfin,  si  quelques  dérivées  de  la  fonction  restent  confondues  jusqu'à  l'ordre  «",  et 
qu'au  lieu  de  se  séparer  a  l'ordre  n"  -\-  i  elles  y  deviennent  toutes  infinies,  les  formes 
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correspondantes  de  la  fonction  seront  permutables  entre  elles,  mais  non  avec  les 
autres. 

Ainsi  les  formes  de  la  fonction  ,  qui  peuvent  se  permuter  entre  elles,  autour  d'un 
point  multiple,  sont  celles  dont  les  dérivées  deviennent  infinies  au  même  ordre,  après 
être  restées  confondues  jusqu'à  l'ordre  précédent. 

Ce  sont  là  sans  doute  les  groupes  circulaires  que  le  calcul  direct  avait  léveles  à 
M.  Puiseux  ;  en  les  définissant  comme  on  vient  de  le  faire,  il  devient  superflu  de  les 
déterminer  à  l'avance.  Que  l'équation  soit  d'ailleurs  algébrique  ou  transcendante,  on 
les  retrouvera  toujours  sans  difficulté. 

.le  dois  ,  en  terminant  cette  troisième  partie  ,  signaler  une  erreur  contenue  au 
chapitre  III. 

Lors<|ue  j'écrivais  ce  chapiire,  je  croyais  que  l'envelopjie  imaginaire  des  conjuguées 
aurait  lialiiltiellcir.ent  les  parties  réelles  de  ses  coordonnées  constantes;  et  j'en  concluais 

que  l'évaluation  approximative  de  l'intégrale   l  yd.r.  prise  4e  long  de  cette  enveloppe 

pourrait  se  faire,  dans  te  plus  ^rand  nombre  des  cas,  par  la  quadrature  approche^' 
de  l'enveloppe. 

J'avais  évidemment  pris  l'exception  pour  la  règle  générale. 

Quant  aux  raisons  que  je  donnais  à  l'appui  de  mon  opinion,  elles  sont  aussi  mauvaises 
que  possible;  mais  je  n'aurais  pas  cru  devoir  en  parler,  si  je  n'avais  eu  à  faire  tme  rec- 
tification |)lu>,  imporiante. 
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THÉORÈME 

CONCERNANT 

LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMBRES  PREMIERS  ÉGAUX  OU  INÉGAUX 
DE  LA  FORME  8f;i-f-3; 

Par  m.  J    LIOUVILLE. 


Dans  le  cahier  d'août  1860,  nous  uoiis  sommes  occupés  du  produit 
de  deux  nombres  premiers,  l'un  de  la  forme  16A  -1-  3,  l'autre  de  la 
forme  \6h  -+■  5.  C'était  im  premier  pas  dans  inie  voie  qui  sera  féconde. 
Nous  allons  donner  dans  cet  article  et  dans  les  suivants  d'autres  pro- 
positions du  même  genre.  Il  nous  semble  que  ces  théorèmes  concer- 
nant un  produit  de  deux  nombres  premiers  n'offrent  pas  moins  d'in- 
térêt que  ceux  qui  se  rapportent  aux  nombres  premiers  pris  isolément. 

Soient  a  et  b  deux  nombres  premiers,  égaux  ou  inégaux,  mais  tous 
deux  ^3(mod.  8).  Le  profluit  ah,  que  je  représenterai  par  m,  jouira 
d'une  propriété  dont  nous  voulons  dire  ici  deux  mots. 

Cette  projjriété  consiste  en  ce  que,  pour  chaque  produit  m,  on  peut 
poser  au  moins  une  fois,  et  toujours  un  nombre  impair  de  fois,  l'é- 
quation 

m  =  4x'  -h  p"*'j\ 

X  et  j  étant  des  entiers  impairs,  et  p  un  nombre  premier  qui  ne  di- 
vise pas  j.  Nous  admettons  pour  /  la  valeur  zéro.  Quant  au  nombre 
premier^,  nous  ne  le  soumettons  à  priori  à  aucune  condition,  mais 
vu  la  forme  donnée  des  facteurs  a  el  h  de  m,  et  jr,  j  étant  impairs, 
il  est  évident  qu'il  ne  pourra  être  que  de  la  forme  8g  +  5. 

En  su|)posant  égal  à  S  un  des  deux  nombres  premiers  <7,  b  dont  m 
est  le  produit,  on  retomberait  sur  lui  théorème  rpie  nous  avons  donné 

Tome  VI  (i"  série).  —  Jiis  1861.  ^4 
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déjà  (ciihier  de  décembre    1860).   Dans  les  exemples  qui   vont  suivre, 
nous  avons  donc  pris  a  et  /;  >  3. 

Premier  exemple  ;  rt  =^  i  1 ,  /;  :=  1 1 ,  /«  =  1 2 1 .  —  Notre  théorème  se 
trouve  vérifié,  eu  égard  à  l'équation  canonique 

l'ii  =  4>  I'  +  i3.3^. 

Deuxième  exemple  ;  rt  =  1 1 ,  ^  ^  ig,  m  =  209.  —  Notre  théorème 
est  encore  vérifié,  mais  il  y  a  cette  fois  trois  équations  canoniques, 
savoir 

209  =  4-3^  +  173.1% 

209  =  4.5"+  109. 1-, 

209^4-7*  -+-  i3.  I*. 

Troisième  exemple  :  r/  =;  19,  ft  =  19,  7k  =  36i .  —  Même  vérifica- 
tion, et  les  trois  équations  canoniques  ci-après  : 

36i=4.3^  +  i3.5% 
36i  =4-5' -f- 29.3% 
36i=4-9*  +  37.i^ 

On  prolongera  aisément,  si  on  le  désire,  ces  exercices  numériques  : 
partout,  notre  théorème  aura  lieu. 
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THÉORÈME 

CONCERNANT 

LE  l'KODLlT  DE  DEUX  NOMBRES  PREMIERS, 
LUN  DE  LA  FORME  Sf.  +  i ,  L'AUTRE  DE  LA  FORME  8v  +  3; 

Par  m.  J    LIOUVILLE. 


Soient  a  et  b  deux  nombres  premiers  donnés,  a  de  la  forme  (S|a  4-  i, 
h  de  la  forme  8v  +  3.  Considérons  leur  produit  ah,  que  nous  repré- 
senterons par  in^  et  faisons  de  toutes  les  manières  possibles 


a:  eX.  j  étant  des  entiers  impairs,  et p  un  nombre  premier,  de  la  forme 
^g  +  5,  et  non  diviseur  de  jr.  On  veut  savoir  à  priori  par  une  règle 
facile  si  le  nombre  N  des  décompositions  de  m  ainsi  obtenues  sera  pair 
ou  impair,  zéro  étant  compté  comme  nombre  pair. 

Or  a  étant  im  nombre  premier  8|U,  +  1,  on  peut  poser  d'une  seule 
manière,  en  nombres  entiers, 


et   je  trouve  que  l'on  a  toujours  N^J  (mod.  2),  en  sorte  que  N  est 
pair  quand  s  est  pair,  mais  impair  quand  s  est  impair. 

Nous  exigeons  que  p  soit  de  la  forme  8g  +  5.  Cette  condition 
pourrait  être  remplacée  par  une  autre  qui  porterait  sur  x.  En  effet,  le 
produit  m  est  toujours  fie  la  forme  8«  +  3,  mais  tantôt  n  est  pair 
(«  :=  aA),  tantôt  n  est  impair  (7i=  2/1  +  i).  Cela  observé,  on  conclura 
aisément  de  l'équation 


que  pour  que  p  soit  de  la  forme  8g:  +  5,  il  faut  et  il  suffît  que  x  soit 

24. 
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de  la  forme  8^  zt  3  quand  //  est  pair,  et  de  la  forme  St  ±.  i  quand  n 
est  impair.  Ainsi,  pour  les  produits  ??i  de  la  forme  i6A  +  3,  on  devra 
prendre  pour  jc^  les  termes  de  la  suite 

3^  5\    11%    i3%..., 

tandis  que  pour  les  produits  m  de  la  forme  i6^  +  1 1,  les  valeurs  de 
x'  à  employer  seront 

1%   f,  9%    i5S.... 
Pour 

«==17  =  3=' H- 8.1% 

on  a  s  =  1,  donc  N  impair.  Avec  a  =  ij,  soit  d'abord  h  =  3,  d'où  le 
produit  17.3,  ou  5i,  qui  appartient  à  la  forme  16A -1-  3.  On  trouve 
pour  ce  produit  (conformément  à  notre  théorème)  l'équation  canonique 

5i  =  5^  +  2.  i3.  i^. 

Soit  ensuite  é  =  11.  Le  produit  17. 11,  ou  187,  appartiendra  cette  fois  à 
la  forme  i6k -\-  1  1,  et  l'on  aura  encore  une  seule  équation  canonique 

187  =  9-  +  2.53.  l^ 
Pour 

rt  =  4i  =  3*+  H. 2", 

on  a  au  contraire  J  =  2,  donc  N  pair.  El  en  effet  ou  trouve  alors  N 
égal  à  2  pour  b^i,  c'est-à-dire  pour  le  produit  i23,  qui  est  de  la 
forme  16A -h  1 1,  et  (jui  donne  lieu  aux  équations  canoniques 

I  23=  i'  -H  2.61 . 1%      123  =  7''  +  2.37. 1*. 
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THEOREME 

COSCERSANT 

LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMBRES  PREMIERS  ÉGAUX  OU  INÉGAUX 
DE  LA  FORME  24p-+-5; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


Désignons  par  m  le  produit  de  deux  nombres  premiers  donnés, 
l'un  et  l'aulre  de  la  forme  2[\ix  +  5,  mais  du  reste  égaux  ou  inégaux. 
On  aura  au  sujet  du  produit  m  ce  théorème,  que  l'on  peut  poser  au 
moins  une  fois,  et  toujours  un  nombre  impair  deJois,  l'équation 


X  et  j  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  qui  ne  divise 
pas  j".  On  admet  pour  /  la  valeur  zéro.  Quant  au  nombre  premier  p, 
nous  ne  lui  imposons  à  priori  aucune  condition,  mais  il  est  évident 
qu'il  ne  peut  qu'êtres  5  (mod.  8)  et  ^  i  (mod.  3)  :  il  sera  donc  né- 
cessairement de  la  forme  i^g  -+-  i3. 
L'exemple  le  plus  simple  est  celui  de 

m  =  5.5, 
ou  de 

m-=  25. 

Or  on  a  l'équation  canonique 

a5=  i2.i"+  i3. 1^. 
Soit  ensuite 

m  =  5.29, 
c'est-à-dire 

m  =145. 
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On  aura  de  même  l'équation  canonique 

145  =  12. 3*  +  37.  i^. 

On  n'en  a  pas  en  retranchant  12  de  i45,  car  le  reste  i33  qu'on  obtient 
ainsi  est  le  produit  de  7  par  19. 
Soit  enfin 

m  =  29.29, 
c'est-à-dire 

m  =  84 1 . 

Les  équations  canoniques  seront  alors  au  nombre  de  trois 

841  =  12. 1^  +  829. 1% 
841  =  12.3^  +  733.1», 
84i  =  I2.5=+54I.l^ 

où  829,  733  et  541  sont  des  nombres  premiers.  On  ne  trouve  pas  d'é- 
quation canonique  en  retranchant  127^  de  841,  carie  reste  253  est 
le  produit  de  1 1  par  23.  Ainsi,  dans  ce  dernier  exemple,  comme  dans 
ceux  qui  précèdent  et  dans  tous  ceux  qu'on  pourrait  ajouter,  notre 
théorème  a  lieu. 
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THÉORÈME 

CONCERNANT 

LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMBRES  PREMIERS  ÉGAUX  OU  INÉGAUX 
DE  LA  FORME  24^+7; 

Par  m.  J.  LIOïj ville. 


Le  produit  de  deux  nombres  premiers  égaux  ou  inégaux  de  la 
forme  24p.  +  7  jouit  d'une  propriété  toute  semblable  à  celle  que 
nous  avons  indiquée  dans  l'article  précédent  au  sujet  du  produit  de 
deux  nombres  premiers  de  la  forme  a4/i.  4-  5. 

Théorème.  —  «  Pour  chaque  produit  m  de  deux  uoinbres  premiers, 
»  éganx  ou  inégaux,  mais  tous  deux  ^7  (mod.  1l\),  on  peut  poser 
»   au  moins  une  fois,  et  toujours  un  nombre  impair  de  fois,  l'équation 

«   jc  ei  j  étant  des  entiers  impairs  et  p  un   nombre  premier  qui  ne 
»   divise  pas  j.    » 

On  admet  pour  /  la  valeur  zéro.  Quant  au  nombre  premier  p,  oti  ne 
lui  impose  à  priori  aucune  condition;  mais  il  est  évident  qu'il  sera 
=  Ji  (mod.  8)et^i  (mod.  3).  On  le  trouvera  donc  toujours  delà 
forme  o.[\g  -+-  i3. 

L'exemple  le  plus  simple  est  celui  de 

m  =  '].n 

ou  de 

m  =  49. 

Or  on  a  l'équation  canonique 

49  =  !'.*.  r^  +  37.1^. 
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Soit  ensuite 

m  =  7.3i, 
c  est-à-dire 

m  =:  217. 

On  aura  de  même  l'équation  canonique 

217  =  12.3*  +  109. I*. 

On  n'obtient  pas  d'équation  canonique  en  retranchant  12  de  217,  car 
le  reste  2o5  est  le  produit  de  5  par  4'  • 
Soit  enfin 

m  =  3i . 3i , 
c  est-à-dire 

7«  =  96 1  ; 

et  cette  fois  encore  notre  théorème  sera  vérifié,  les  équations  canoni- 
ques étant  au  nombre  de  trois,  savoir  : 

961  =  12. 3^  +  853. iS 
961  =  12.5*  -f- 661 .1*, 
961  =  12.7*  +  373. 1-, 

où  853,  6C1,  373  sont  des  nombres  premiers.  On  n'obtient  pas  d'é- 
quation canonique  en  retranchant  12  de  961;  car  le  reste  949  est  le 
produit  des  deux  nombres  premiers  i3  et  73. 
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THÉORÈME 


CONCERNANT 


LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMBRES  PREMIERS, 
L'UN  DE   LA   FORME   4of*-)-3,    L'AUTRE  DE   LA  FORME  40V+7; 

Par  m.  J.  LlOLrXILLE 


Désignons  par  m  le  produit  de  deux  nombres  premiers  donnés,  l'un 
de  la  forme  ^o(j.-\-  3,  l'autre  de  la  forme  4ov  +  7.  On  aura  au  sujet 
du  produit  m  ce  théorème,  que  l'on  peut  poser  au  moins  une  fois,  et 
toujours  un  nombre  impair  de  fois,  l'équation 


X  el  j"  étant  des  entiers  impairs,  et/;  un  nombre  premier  qui  ne  divise 
pas  j.  On  admet  pour  l  la  valeur  zéro.  Quant  au  nombre  premier  p, 
nous  ne  lui  imposons  à  priori  aucune  condition  ;  mais  il  est  évident 
que  notre  équation 

m  =  lox^  +  p"''^'  j^ 

ne  pourrait  pas  être  vérifiée,  si  l'on  n'avait  pas  à  la  fois 

/)  ^3     (mod.  8) 
et 

p^±  ï      (mod.  5). 

Ainsi  p  sera  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes 

iog+  11,     4og  +  19. 

L'exemple  le  plus  simple  est  celui  de 

m=3.7. 

Tome  VI  {■!'  série).  —  Jdin  1861.  2 5 
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c'est-à-dire  de 

m  =  2  1. 

Or  on  a  l'équation  canonique 

21  =  lo.  1"+  I  I  .1*. 
Vient  ensuite 

m  =  3.47, 
c'est-à-dire 

m  =  1 4 1  > 

et  celte  fois  encore  on  a  une  seule  "équation  canonique,  savoir 

i4i  =  10.  i^  +  i3i .  r^  : 

on  n'obtient  pas  une  telle  équation  en  retranchant  Jo.3^de  i4i,  car 
Je  reste  5i  est  le  produit  de  3  par  17. 
Soit  enfin 

m  =  7.43, 
c'est-à-dire 

/n  =  3o  I , 

et  notre  théorème  sera  également  vérifié,  grâce  à  l'équation  canonique 

3ai  =  10.3^^  +  211.1^. 

Les  restes  291  et  5i  obtenus  en  retranchant  10  et  10. 5^  de  3oi  n'ont 
pas  la  forme  voulue;  291  est  le  produit  des  deux  nombres  premiers 
3  et  97. 

Nous  ne  voyons  pas  qu'il  y  ait  intérêt  à  pousser  plus  loin  ces  véri- 
fications numériques. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


THEOREME 


CONCERNANT 


•LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMBRES  PREMIERS, 
L'UN  DE  LA  FORME  4ofx4-  7,  LAUTRE  DE  LA  FORME  4ov+  27 

Par  m.  J.  LlOUViLLE. 


Désignons  par  m  le  produit  de  deux  nombres  piemiers  donnés,  l'un 
de  la  forme 

40/x  +  7, 
l'autre  de  la  forme 

4ov  ■+-  27. 

On  aura  au  sujet  du  produit  m  ce  théorème,  que  l'on  peut  poser  au 
moins  une  fois,  et  toujours  un  nombre  impair  de  fois,  l'équation 

m  =  10  j:^  -t-  z?"'"^'  j^, 

X  et  j-  étant  des  entiers  impairs  et  p  un  nombre  premier  qui  ne  divise 
pas  J-.  On  admet  pour  /  la  valeur  zéro.  Quant  au  nombre  premier  p, 
nous  ne  lui  imposons  à  priori  aucune  condition;  mais  avec  la  nature 
indiquée  du  nombre  m,  et  x  étant  impair,  il  est  évident  que  notre 
équation 

entraînera  Tes  deux  congruences 

jy^3     (mod.  8) 
et 

p^^  I     (mod.  5). 

On  peut  donc  affirmer  que  p  sera  toujours  de  l'une  ou  de  l'autre  des 

a5.. 
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deux  formes 

40g:  +  I  I,      4og:-l-  19. 

Nous  nous  contenterons  de  vérifier  notre  théorème  sur  un  seul 
exemple,  en  taisant 

m  =  7.67, 
c'est-à-dire 

m  =  469, 

et  nous  le  trouverons  en  effet  confirmé  par  l'équation  canonique 

469  ^^  lo.y  -¥■  379. 1^, 

où  379  est  un  nombre  premier.  On  n'obtient  pas  d'équation  canonique 
en  retranchant  10.  i'^,  ni  10. 5*,  de  469;  car  des  deux  restes  459  et 
aig  qui  s'offrent  alors,  l'tm  est  le  produit  du  cube  de  3  par  17,  et 
l'autre  est  le  produit  de  3  par  ']'S. 

En  allant  plus  loin,  on  trouverait  pour  m  de  grands  nombres  qui 
rendent  les  vérifications  pénibles;  mais  l'exactitude  de  notre  théorème 
ne  dépend  pas  de  ces  calculs. 

Avons-nous  besoin  de  faire  observer  que  ce  théorème  devra  être 
rapproché  de  celui  qu'on  a  donné  dans  l'article  précèdent?  On  en 
trouvera  deux  autres  d'un  genre  semblable  dans  les  articles  ci-apres. 
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THEOREME 

CONCERNANT 

LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMHUES  l'HEMIERS, 
L'UN  DE  LA  FORME  4op  +  3,  L'AUTRE  DE  LA  FORME  4ov  +  aS: 

Par  m.  J.  LIOUVILLE 


DésignoTis  par  m  le  produit  de  deux  nombres  premieis  lionnés,  l'un 
de  la  forme  4o/Jt.  +  3,  l'autre  de  la  forme  4ov  +  23.  Nous  aurons  au 
sujet  du  produit  m  ce  théorème,  que  l'on  peut  poser  au  moins  une 
fois,  et  toujours  \[n  nombre  impair  de  fois,  l'équation 


X  et  )  étant  des  entiers  impairs,  et  p  un  nombre  premier  qui  ne  divise 
pas  _^.  On  admet  pour  /  la  valeur  zéro.  Quant  au  nombre  premier^, 
nous  ne  le  soumettons  à  priori  à  aucune  condition  ;  mais  avec  la  valeur 
que  nous  attribuons  à  m,  et  x  étant  impair,  il  est  évident  que  l'équa- 
tion 


entraîne  ce*  deux  congruences 

p^^     (mod.   8), 

et 

p^±  1      ( mod .  5 ) . 

On  peut  dès  lors  affirmer  que  p  sera  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux 

formes 

4og  +  ii,     4og  +  Tg. 

Contentons-nous  de  vérifier  notre  théorème  sur  des  exemples  très- 
simples. 
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Premier  exemple  :  m  =  3.a3,  c'est-à-dire  m  =  69. —  On  a  l'équation 
canonique 

69  ^  10.  i^  +  59. 1-. 

Deuxième  exemple  :  m  =:  3.  io3,  c'est-à-dire  m  =  309.  —  On  a  l'é- 
quation canonique 

309=  10.5^  H-  59.  i^. 

On  n'a  pas  d'équation  canonique  en  retranchant  10  ni  10. 3^  de  309, 
les  restes  299  et  219  étant  respectivement  égaux  à  i3.23  et  3.73. 

Troisième  exemple  :  m  ^  3.323,  c'est-à-dire  m  =  669.  —  Les  équa- 
tions canoniques  sont  alors  au  nombre  de  trois,  savoir 

669=  lo.i^-f- 659.1", 
669=  10.5* +  4 19-1'', 
669=  10.7''  +  179.  I^ 

On  n'a  pas  d'équation  canonique  eu  retranchant  10. 3^  de  669,  puis- 
que le  reste  679  est  le  produit  de  deux  nombres  premiers  3  et  193. 

Quatrième  exemple  :  m  =^  43.23,  c'est-à-dire  m  =  989.  —  Cette  fois 
encore  il  y  a  trois  équations  canoniques; 

989=  10.5^  +  739.1', 
989=10.7^  +  499.1% 
989=  10.9'  +  179. 1-. 

On  n'a  pas  d'équation  canonique  en  retranchant  10.  i*  ni  10. 3"  de 
989;  car  les  deux  restes  979  et  899,  qu'on  obtient  ainsi,  sont  égaux 
respectivement  à  11.89  ^^  29-3 1. 

Ces  exemples  suffiront,  je  crois;  mais  si  loin  qu'on  veuille  aller  dans 
les  exercices  numériques,  on  trouvera  toujours  notre  théorème  exact. 
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THEOREME 

CONCERNANT 

LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMBRES  PREMIERS, 
L'UN  DE  LA  FORME  4op-4-  23,  L'AUTRE  DE  LA  FORME  4©. 

Par  m.  J.  LIOE VILLE. 


Soient  a  el  b  deux  nombres  premiers  donnés,  l'un  de  la  (orme 

4op.  -+-  aS, 
l'autre  de  la  forme 

^ov  -+-  27. 

Désignons  par  m  leur  produit  ab.  Nous  auro4]s  au  sujet  du  produit  m 
ce  théorème,  que  Ton  peut  poser  au  moins  une  fois,  et  toujoiu-s  un 
nombre  impair  de  fois,  Téquation 


jc  et  j-  éta'nt  des  entiers  impairs,  et  p  un  nombre  premier  qui  ne  di- 
vise pas  J-.  On  admet  pour  ^la  valeur  zéro.  Quant  au  rrotnbre  premier 
p^  nous  ne  le  soumettons  à  priori  à  aucune  condition  ;  mais  avec  la 
valeur  indiquée  pour  m,  et  x  devant  être  un  entier  impair,  il  est  évi- 
dent que  notre  équation 

m  =  I  ojc^  H-  p*''^'  y' 

entraînera  les  deux  congruences 

^^3     (mod.   8) 

et 

p^±  i      (mod.   5). 
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Il  sera  donc  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes 

/jog  +  ii,      /iog+19. 

Nous  nous  contenterons  d'un  seul  exemple,  en  taisant 

a  =  23,     h  =  67, 

m  =  23.67, 

m  = i54i, 


d'où 
c'est-à-dire 


et  nous  trouverons  notre  théorème  confirmé  par  les  cinq  équations 
canoniques  ci-après  : 

i54i  =  10. 1*  +  i53t . 
i54i  =  10.3*4-  i45i. 
i54i  =  io.5'-f- 1291 .1 
i54i  =  10.7* -t-  io5i. 
i54i  =  10. 1 1"-(-  33i.i 
où 

i53i,   i45i,  1291,   io5i,  33i 

sont  des  nombres  premiers.  On  n'a  pas  d'équation  canonique  en  re- 
tranchant 10.9'  de  i54i)  puisque  le  reste  731  qu'on  obtient  ainsi  est 
le  produit  de  17  par  43. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


THEOREME 

CONCERNANT 

LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMBRES  PREMIERS  ÉGAUX  OU  INÉGAUX 
DE  LA  FORME   i2o.a  +  3i; 


Par  m.  J    LIOLVILLE. 


Désignons  par  m  le  produit  de  deux  nombres  premiers  donnés,  l'un 
et  l'autre  de  la  forme  i20|u.  +3i,  mais  du  reste  égaux  ou  inégaux.  On 
aura  au  sujet  du  produit  m  ce  théorème,  que  l'on  peut  poser  au  moins 
luie  fois,  et  toujours  un  nombre  impair  de  fois,  l'équation 

ui  —  60  jc^  -+-  p'^''^'  j^, 

X  et  j'  étant  des  entiers  impairs,  et  p  un  nombre  premier  qui  ne  di- 
vise pas  j.  On  admet  pour  /  la  valeur  zéro.  Quant  au  nombre  pre- 
mier p,  nous  ne  lui  imposons  à  priori  aucune  condition;  mais  il  est 
évident  que  notre  équation 

ne  pourrait  pas  être  vérifiée  si  l'on  n'avait  pas,  à  la  fois, 

p=5     (mod.  8) 
et 

/j^i      (mod.  3),         p^±:i     (mod.  5). 

On  peut  donc  affirmer  que  p  sera  toujours  de  l'une  ou  de  l'autre  des 
deux  formes 

i20g  +  6i,        laog+iog. 

Nous  nous  contenterons  de  vérifier  notre  théorème  sur  deux  exem- 

Tomo  VI  (2«  série).       Juin  1861.  26 


202  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

pies.  Le  plus  simple  est  celui  de 

m  =:  3 1 . 3 1 , 
c'est-à-dire  de 

m  =  96 1 . 

Oi  on  a  l'équation  canonique 

961  =  60.3^  -4-421  •  1^ 

Ou  n'a  pas  d'équation  canonique  en  retranchant  60  de  961,  puisque 
le  reste  901  est  le  produit  de  17  par  53. 
Soit  ensuite 

m  =:  1 5i.3i , 
c'est-à-dire 

m  =4681. 

Les  équations  canoniques  seront  alors  au  nombre  de  trois,  savoir 

4681=60. 1^  +  4621.1% 
468i=6o.5^-4-3i8i.i% 

4681  =60.7^-4-  1741  -l": 

OÙ  4621,  3i8i,  1741  sont  des  nombres  premiers.  On  n'a  pas  d'équa- 
tion canonique  en  retranchant  60.3"  de  4681,  puisque  le  reste  l\il\i 
est  le  produit  de  l\i  par  loi. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


THEOREME 

CONCERNANT 

LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMBRES  PREMIERS  ÉGAUX  OU  INÉGAUX 
DE  LA  FORME  120^14-79; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


Le  produit  de  deux  nombres  premiers  égaux  ou  inégaux  de  la  forme 
1 20p.  +  79  jouit  d'ime  propriété  toute  semblable  à  celle  que  nous  avons 
indiquée  dans  l'article  précédent  au  sujet  du  prodaiit  de  deux  nom- 
bres premiers  de  la  forme  iao|jn-3i. 

On  a  en  effet  la  proposition  suivante  :  «  Pour  cbaque  produit  m  de 
M  deux  nombres  premiers,  égaux  ou  inégaux,  mais  tous  les  deux  ^  79 
»  (mod.  120),  on  peut  poser  au  moins  une  fois,  et  toujours  un  nombre 
w  impair  de  fois,  l'équation 

m  =  6ox^  +  p*''^'  j', 

»  X  et  j  étant  des  entiers  impairs,  et  p  un   nombre  premier  qui  ne 
»  divise  pasj^.    » 

On  admet  pour  /  (comme  d'ordinaire)  la  valeur  zéro.  Quant  au 
nombre  premier  p,  on  ne  lui  impose  à  priori  aucune  condition  ;  mais 
il  est  évident  qu'il  devra  vérifier  les  trois  congruences 

p^5     ( mod .   8 ) 
et 

p^i      (mod.  3,         p^±i     (mod.  5). 

Il  sera  donc  nécessairement  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes 

f20g  +  6[,        120O-+I09. 

26. 
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Nous  nous  contenterons  d'un  seul  exemple  plus  simple,  celui  de 

TO= 79.79, 
c'est-à-dire  de 

m  =  6241, 

pour  lequel  on  ;i  trois  équations  canoniques 

6241  =60.3-  -h  6701 .  1^, 
6241  =60.7^  +  33oi  .1-, 
6241=60.9^-1-1381.1*, 

où  6701,  33oi,  i38i  sont  des  nombres  premiers. 

On  n'a  pas  d'équation  canonique  en  retranchant  60.1-,  ni  60. 5',  de 
6241,  car  les  restes  61 81  et  474 1  se  décomposant  en  facteurs  premiers 
de  cette  manièi-e  7.883,  ii.43i,  aucun  d'eux  n'a  la  forme  exigée  par 
notre  énoncé. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  -loS 


THEOREME 

CONCERNANT 

LE  PRODUIT  DE  DEUX  NOMBRES  F'REMIERS, 
L'UN  DE  LA  FORME  laopt-f-Si,  L'AUTRE  DE  LA  FORME   120^+79; 

Par  m.  J.  LIOU VILLE. 


Ce  tliéorènif  doit  être  joint  à  ceux  que  nous  venons  de  donner  au 
sujet  du  produit  de  deux  nombres  premiers  de  la  forme  \iop-  -4-  3i  et 
de  deux  nondjres  premiers  de  la  forme  120p.  +  79.  On  y  emploie  en 
effet  des  expressions  du  même  genre. 

Théorème.  —  «  Pour  chaque  produit  m  de  deux  nondjres  piemiers, 
»  l'un  de  la  forme  i20[j.  +  'ii,  l'autre  de  la  forme  120p.  -^  79, on  peut 
»  poser  au  moins  une  fois,  et  toujours  un  nond)re  impair  de  fois,  l'é- 
»  quation 

m  =^  6ox^  +  p*''^' j-^, 

»  jc  et  )'  étant  des  entiers  impairs,  et  p  un  nombre  premier  qui  ne  di- 
»   vise  pas^.    » 

Nous  n'avons  pas  besoin  d'avertir  qu'on  admet  pour  /  la  valeur 
zéro.  Quant  au  nombre  premier  y:),  que  nous  n'assujettissons  à  priori  à 
aucune  condition,  on  s'assurera  sans  peine  qu'il  ne  peut  être  que  de 
l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formes 

I  20fj(,  +  61 ,      1  20fjt.  -H  log. 

Ici,  en  effet,  comme  dans  les  deux  articles  précédents,  il  devra  vé- 
rifier les  trois  congruences 

/)^  5     (mod.  8) 
et 

^^i      (mod.  3),         p^±\      (mod.  5), 
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qui  sont  une  conséquence  immédiate  de  l'équation  même  que   nous 

posons. 

Cette  fois  encore,  nous  nous  bornerons  à  l'exemple  le  plus  simple, 
en  prenant 

m  =  3i.']g, 
c  est-à-dire 

m  =  2449i 

et  notre  théorème  sera  vérifié,  vu  l'équation  canonique 

2449  =  60.  i''  4-  2389.  I*, 

où  2389  est  un  nombre  premier.  On  n'a  pas  d'équation  canonique  en 
retranchant  60. 3°,  ni  60. 5^,  de  2449»  '^^''  ^^^  restes  1909  et  949  sont 
l'un  et  l'autre  le  produit  de  deux  nombres  premiers  23.83  et  tS.jS. 
Le  lecteur  ajoutera  d'autres  exemples,  s'il  le  désire,  mais  sans  que 
jamais  notre  théorème  puisse  cesser  d'avoir  lieu,  Pour  nous,  ce  qui 
précède  suffit. 
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THÉORÈME 

CONCERNANT 

LE    PRODUIT   D'UN    NOMBRE    PREMIER    8(^  +  3    PAR    LE    CVRRÉ 
D'UN  NOMBRE  PREMIER  8v  +  7. 


(Extrait  d'une  Lettre  de  M.  LIOUVILLE  a  M.   BESGE.) 


"  ...  Voici  un  théorème  assez  curieux  au  sujet  du  produit  d'un 
nombre  premier  donné  m,  de  la  forme  Sfx  -f-  3,  par  le  carré  d'un 
nombre  premier  a,  donné  aussi,  mais  de  la  forme  8v  +  7.  On  pose 
de  toutes  les  manières  possibles  l'équation 


»  /tétant  un  nombre  premier  (naturellement  de  la  forme  /|v  +  1)  et 

»  X,  Y  des  entiers  impairs,  x  non  divisible  par  a,  et  y  non  divisible 

»  par  ]).  Le  théorème  dont  je  parle  fournit  une  règle  très-simple  pour 

)i  décider  à  priori  si  le  nombre  N  des  décompositions  de  a^  m  ainsi 

»  obtenues  est  pair  ou  impair.  En  employant  le  signe  connu  introduit 

«  par  Legendre  dans  la  théorie  des  résidus  quadratiques,  je  trouve 

»  que  N  est  impair  quand 


(- 


c'est-à-dire  quand  a  est  résidu  quadratique  de  m;  au  contraire  N 
est  pair  quand 


»   c'est-à-dire  quand  a  est  non  résidu  quadratique  de  m. 

n  On  a  un  exemple  très-simple  du  premier  cas  en  prenant  m  =  3, 
»  a=  '].  Comme 


l) 


2o8  JOURNAL  DE  àMATHÉMATIOUES 

»   on  doit  trouver  alors  N  impair;  et  en  effet  N  =  3,  les  équations  ca- 
u   noniques  étant 

4c).3=  i^  +  2.^3.  j-, 

49.3  =  5^+  2.61. I*, 

49.3=11^  +  2. i3.i^ 

«  Vous  aurez  un  exemple  du  second  cas  en  prenant  m  =  11,0  =  7. 
»   Comme 

'7\_ 


»   notre  théorème  dit  que  N  sera   pair.   Or  on   trouve  en  effet  que 
»   N^6.  Voici  les  équations  canoniques: 

539=  i^  + 2.269.1*, 
539=5^  +  2.257.1^, 
539  =  9^  +  2.229.1^, 
539=  15^  +  2.157.1% 
539=19^+2.89.1% 
539  =  23^+2.5.1*. 

»  Vous  vous  contenterez  de  ces  deux  exemples.  Mais  en  terminant 
»  permettez-moi  d'insister  sur  la  condition  de  x  non  divisible  par  a  : 
»  elle  est  essentielle.  « 
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THEOREMES 

SUR 

la  décomposition  en  facteurs  linéaires  des  fonctions 
homogènes  entières; 

Pak  m    l    paiivviiv. 


1 .  Le  hessien  d'une  fonclion  est  le  déterminant  fonctionnel  des  dé- 
rivées premières  de  la  fonction. 

J'appellerai  hessiens  flérivés  du  A"^"""  ordre  d'une  fonction  les  déri- 
vées du  A"'"'"  ordre  prises  par  rapport  aux  éléments  du  hessien  de  cette 
fonction. 

2.  Les  théorèmes  que  je  vais  démontrer  sont  résumés  dans  les 
énoncés  suivants  : 

I"  Si  le  nombre  des  variables  est  au  moins  égal  au  degré  de  Injonc- 
tion :  pour  qu  une  fonction  de  degré  p,  à  n  variables,  soit  décompo- 
sable  f?/2  un  produit  de  p  fadeurs  linéaires  inégaux,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  hessiens  dérivés  du  [n  —  p  —  i)"^"""  ordre  soient  identiquement 
?utls,  et,  en  outre,  que  tous  les  hessiens  dérivés  du  [n  —  py^me  ordre 
soient  dans  un  rapport  identiquement  constant  avec  la  puissance 
[p  —  ■2)'^""'  de  la  fonction. 

Ainsi,  u  étant  une  fonction  de  degré  ^,  H  son  hessien,  n  le  nombre 
des  variables  {x^  ,  x.^,...,  x„)  rpi'elle  renferme,  et  u^s  désignant  la  dé- 

.     ,  .        d-  u  ,  .... 

rivee  seconde -^ — —■,  on  devra  aveu-  identiquement 

aXr  dxs  ^ 

d"~P~'  H 


du       du  du 

r,s,        r..  S;'*"        r„_ 

d"~P  H 


{-^'\p-^)Kr,-r.,_Xs,-s„_„{un^ 


du        du    ....  du^ 
lome  VI  (2*  série).  —  JiiN  1861.  2'^ 
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/■, ,  r^,,..,  s, ,-  Sn,...  sont  des  nombres  de  la  suite  1,2,...,  «.,  elles),, 
représentent  des  constantes. 

II"  Si  le  nombre  des  variables  est  au  plus  égal  au  degré  de  la  Jonc- 
tion :  pour  qu  une  jonction  de  degré  p,  à  n  variables,  soit  décompo- 
sable  en  pjacteurs  linéaires  inégaux,  il  faut  et  il  suffit  que  le  hessien 
de  la  fonction  soit  identiquement  divisible  par  la  puissance  [n  —  2)"'"" 
de  la  Jonction. 

Remarque  I.  —  Le  cas  particulier  où  le  nombre  des  variables  est 
égal  au  degré  de  la  fonctioi)  est  une  conséquence  de  l'un  on  de  l'autre 
des  deux  énoncés  précédents. 

Remarque  H .  —  L'application  de  ces  théorèmes  conduira  à  un 
iioudjre  surabondant  de  relations  ;  il  faudra  se  rappeler  que  le  nombre 
des  relations  distiuctes,  pour  qu'une  fonction  homogène  de  degré  ^, 
a  n  variables,  soit  décomposable  en  facteurs  linéaires  inégaux,  est 
donné  par  la  formule 

— '-^ '- —  pin  —  I  )  —  I  ; 

1 .2. . .(/?  —  i)  '  ^  ' 

les  relations  excédantes  seront  une  conséquence  des  auties. 

5.  Je  commencerai  par  démontrer  que  les  conditions  énoncées  ont 
lieu  nécessairement  lorsqu'on  suppose  la  fonction  décomposable  en 
facteurs  linéaires. 

Premier  cas.  —  Le  nombre  des  variables  est  au  moins  égal  au 
degré  de  la  fonction. 

Soit  u  une  fonction  de  degré  p,  n  le  nombre  des  variables,  et  sup- 
posons cette  fonction  égale  à  un  produit  de  p  facteurs  linéaires  de  la 
forme 

'"'n  •*'!  +  a^^a^  +...-+-  ar„  .r„. 

Soumettons  cette  (onction  u  à  la  transfoiuiation  linéaire 

(l)  Jr  =  frt  X,   -+-  ^ri^î  +...+  a,.„JC„; 

dans  ces  dornièies  (ornndes,  r  désigne  ini  quelconque  des  nombres  de 
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la  suite  I,  2,..  ,  ri;  les  valeurs  r=  i,  2,...  p  reproduisent  les  p  fac- 
teurs de  la  fonction  ti.  dette  substitution  transformera  la  fonction  u  en 
la  fonction 

(2)  V  =  f,J,...Jp. 

Calculons  le  hessien  et  les  hessiens  dérivés  de  u  à  l'aide  des  dérivées 
de  la  fonction  f . 


i.   Posons 


fin  d''  u 


rlxr  '^  dXr  dx^ 

_    d»  _     d'v 

'  ('Xr  '^^  dfrdYs 

et  remarquons  que 

Vi  =  o,        ^^,^3  =  0,...,       i'„=o, 

Eu  égard  à  ces  relations,  les  formules  (i)  de  transformation  nous  don- 
neront 

d'où  l'on  conclut 

idi'i  dv;  dvp 

d''r 
717, 


^n  rt.J  +   l^^j  «25  -t-  .  .  .  +   i'rn  a„ 


Or  si  l'on  se  rappelle  les  principes  sur  lesquels  repose  la  multiplication 
des  déterminants,  on  voit  que  le  hessien  de  11,  ses  hessiens  dérivés  du 
i",  du  2*,...,  du  [n  —  p  —  iY^"ie  ordre,  sont  des  quantités  identique- 
ment nulles,  puisque  le  nombre  des  produits  qui  entrent  dans  l'expres- 
sion de  M„  est  inférieur  au  degré  de  ces  déterminants.  Ainsi  nous 
voyous  déjà  que  tous  les  hessiens  dérives  du  [n  —  p  —  i)'^""  ordre  de 
la  jonction  u  sont  identiquement  nuls. 

27.. 
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5.   Passons  au  calcul  des  hessiens  dérivés  du  [n  —  p 


(4) 


«'""'ordre. 
Si  l'on  désigne  par  P  le  module  de  la  substitution  (i),  et  qu'on  pose 


/r 


,p+2--- 


da 


(les  seconds  indices,  dans  le  dénominateur,  représentant  des  nombres 
tixes),  les  formules  (3)  nous  donneront,  pour  les  valeurs  des  hessiens 
dérivés  du  (n  —  pyeme  ordre, 


(5)' 


rf"-/-  H 


—  ^r.r^"  •  r„„  •  '^s 


P„,     f„2     fj 


Or 


donc 


"/«l      ''pi     »>3- 


o. 


Xr  Xs 


d"~pE. 


du     ,  du 


.du 


=  (-»r'(/^-ov,.,.. 


.1>P' 


ainsi    les  hessiens   dérivés   du    [n — pY^"'"  ordre   sont    identiquement 
proportionnels  à  la  puissance  (y9  —  2)'^""'  de  la  fonction. 

6.  Second  c.\s.  —  J^e  nombre  des  variables  est  au  plus  égal  au 
degré  de  la  fonction. 

Je  remarque  d'abord  que  le  hessieu  étant  un  covariant  de  la  fonc- 
tion, toute  relation  entre  le  hessien  et  la  fonction  existera  encore  entre 
la  fonction  transformée  par  une  substitution  linéaire  quelconque  et  le 
hessien  de  la  fonction  transformée.  Choisissons,  pour  expressions  des 
nouvelles  variables,  n  des  facteurs  dans  lesquels  se  décompose  la 
Jonction.  Cette  fonction  pourra  donc  s'écrire  sous  la  forme 

(6)  /^  =  j,  j,...j„XYZ...U; 

l«;s  variables  sont  j',,  j'-^,..-!,  j„;  X,   Y,  etc.,  sont  des  fonchbus  li- 
néaires de  ces  variables,  et  leur  nombre  est  p  —  n. 
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Posons 

OÙ      r  :=  I,  2,...,  «; 
les  X,  Y,  Z,...,  U  seront  de  la  forme 


X  =  M, +M,  +  . 

•  +  M„, 

Y=N,  +  N,  +  . 

•  +  N„, 

Z=P,+  P,H-. 

.+  P«, 

U  =  Q,+Q,  +  . 

.+  Q„. 

(8) 


Il  s'agit  de  démontrer  que  le  hessien  de  u  est  divisible  par  ii"~'. 
7.  Posons  encore,  pour  simplifier, 


(9) 


<;?  =  XYZ...U, 


ûj' 


Cr.  =  'S 


y       z 

M,-  N,  4-  Mj  N,        M,  P,  -+-  Mj  P. 


XY 


XZ 


■y 


Cf.rs  =  'P  +  fl^  +  a,  +  C„, 
^  =  J.  J.!  J3---.7"' 


on  trouve  que 

(I,:) 


7  '^rr  5  ''r  j 


Désignons  par  H  le  hessien  de  u;  en  combuiant  convenablement  par 
voie  d'addition  les  lignes  et  les  colonnes  de  ce  déterminant  et  en  ayant 
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égard  aux  relations  évidentes 

\     a,  +  «2 +...+ a„  =  (»  —  «)  î, 
(12) 

(  c,r+  c,^  H-...+  c„r  =  C;.,  -f-  Cr2  +.■■-+-  Cr„  =  ^y9 

on  arrive  rapidement  à  la  valeur  suivante  de  H 


^^)^={n^~l,)^-' 


Ijfl., 


Z+  C„,, 


^+C„.2... 


(^_a)^4-C„,„ 


où  ^représente  la  quantité ?. 

N.  B.  —  On  devra  traiter  directement  le  cas  où  /)  =  n  +  i . 

8.  Pour  établir  la  proposition  que  nous  avons  en  vue,  il  suffit  de 
faire  voir  que  ce  déterminant  est  divisible  par  ij""'  ou  ^"~"- 

Dans  ce  but,  on  remarque  d'abord  que  les  c„  peuvent  s'écrire  sous 
la  forme 


(■4) 

en  posant 

(.5) 


,      _  Mr  M,        N,  JN,        P^  P, 


Si  alors  on  développe  par  colonnes  le  déterminant  qui  est  en  facteur 
dans  la  valeur  de  II,  on  constate  aisément  que  les  déterminants  par- 
tiels ainsi  obtenus  ont  en  facteur  les  quantités  U'""^. 

L'espace  que  je  dois  occuper  ne  me  permet  pas  de  développer  avec 
détails  cette  vérification  qui  n'offre  pas  d'ailleurs  de  sérieuses  diffi- 
cultés. 


î).   f.es  calculs  que  je  viens  d'exposer  nous  démontrent  que,  si  inie 
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fonction  est  décomposable  en  facteiu's  linéaires  inégaux,  les  conditions 
énoncées  an  n"  2  sont  nécessairement  remplies. 

Il  reste  maintenant  à  établir  \a  proposition  réciproque. 

10.  Supposons  d'abord  le  nombre  des  variables  supérieur  au  degré 
de  la  fonction.  Soit  une  fonction  m,  de  degré  p,  k  n  variables;  dési- 
gnons par  H  son  hessien,  et  admettons  que 


ci"-p-'  H 


:i6: 


r/ii        du        .  .  .  du 

r^s^         r,s.;  r 


du_  ,  ...  du 


il  s'agit  de  démontrer  que  la  fonction  u  est  décomposable  en  facteurs 

linéaires.    Représentons,    pour    un    instant,    par   /i    le    déterminant 

d'-P-'  H 

dUp^:,  „+:  dllp+,.^  p+3  •  .  •  du„_„ 


»  nous  aurons 


dh  dh  dh  dh 

'du  -'  dii  i^-    du  du^^,  ^  ' 

et  cette  relation  aura  lieu  poiu-  /■  =  r, ,  puisque  h  est  nul.  En  rempla- 
çant les  -; —  par  leurs  valeurs  déduites  de  la  seconde  ligne  des  éga- 
lités  (i6),  il  vient 

('?)       "l,r  ^■i./)+2,..,H  +  "2r^2,/)-i-2,.  „«   +■•■+  U,,+  t^,.\,+  i,p+i,.,,„  =^  O- 

et  cette  relation  a  lieu  identiquement  pour  les  valeurs  i,  a,...,  p -h  i 
de  /•.  En  raisonnant  de  la  même  manière  sur  [n  —  p  —  i)  déterminants 

de  la  forme — ; ; >  on   voit  que  l'identité   (17;  est 

encore  vraie  pour  les  valeurs  p  +  1,  p  -h  '5^.. .,  n  de  r.  On  conclut  de 
cette  identité 

(l  o  j  M,  A(_p4.2,     ,„  -h  11.2  '■2,/)+2,     ,H  +  •  ■  •  +  Up+f  f^p+{,p+2,     ,1,  ^^   O. 
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Par  un  raisonnement  analogue,  on  obtiendra  d'autres  relations  de  la 
forme  (i8);  on  continuera  cette  déduction  jusqu'à  ce  qu'on  ait  un 
nombre  de  relations  égal  à  l'excès  (n  —  p)  du  nombre  des  variables  sur 
le  degré  de  la  fonction.  On  aura  ainsi  le  groupe  des  relations  suivantes 

,,'«,, y.,. „_,+M2|X2,„_,+ -hiip     [ip,,,^,      +u„     p.„.„_,=o. 


dont  le  nombre  est  n  —  p. 

II.   Ceci  posé,  effectuons  la  transformation  linéaire 

les  [il  —  p)  dernières  colonnes  du  module  de  cette  substitution  étant 
fournies  par  les  relations  (19);  de  sorte  que  la  tV""'  colonne  sera 

f^.,«,   P-2.,/,   ,u-s, «.■••,    f^p+i,«,   o,   o,...,   o,   o: 
la  [n  —  I )'*"<■  colonne  sera 

/^.,«-o  P-i.„-K,  a3,„_, ,...,  p-p,,,-,,   o,...,  o,  fx„_„_,  ; 
la  [n  —  i)'^"""  colonne  sera 

/^l.«-2^     [J-i.n-t,     P-Z.,,^3 P-p-~\.,l-1-,     Oj     O,...,     O,     fX„_,,  „_...,     fX„.„_2; 

et  ainsi  de  suite. 

A  l'aide  des  formules  (20),  la  fonction  ti  se  transformera  en  une 
fonction  que  je  désignerai  par  v.  On  voit  d'abord  que  la  fonction 
transformée  v  est  indépendante  des  variables  /,,+i,  J'p+i,--,  J^„i  car, 
d'ai)rès  les  formules  (20)  et  (19),  on  trouve 

(iv  ilv  <h>    

On  conclut  encore 

(22)  i»^^^,    =0,        (^^,^+2=  o,---,       t'r.,.  =  0- 
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Ainsi,  si  l'on  a  {''ganl  aux  j-elations  (16),  on  trouve  que  la  fonction  u 
peut  se  transformer  en  une  antre  v,  de  même  degré  yy,  et  ne  renfermant 
plus  que/;  variables. 

1*2.  Je  dis,  en  outre,  que  cette  fonction  v  est  telle,  que  son  hessien 
est  dans  un  rapport  identiquement  constant  avec  la  puissance  [p  —  2)"^""" 
de  la  fonction. 

Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  résoudre  les  formules  (20)  par  rap- 
port aux  j^  et  de  calcider  les  u^s,  en  fonction  de  iVj-  I^'^  suivant  alors 
une  marche  analogue  à  celle  qui  est  indiquée  dans  le  n°  4,  et  en  s'ap- 
puyant  sur  les  propriétés  connues  des  déterminants  réciproques,  on 
constate  que  les  identités  (16)  se  réduisent  toutes  à  la  forme  unique 


=  A-.t'''-^ 


k  étant  une  constante;   le  hessien  de  la  fonction   c  est  donc  propor- 
tionnel à  la  puissance  (p  —  if"^^  de  la  fonction. 

Remarque.  —  Ce  même  calcul  nous  montre  que,  dans  les  for- 
mules (20)  de  transformation,  on  ne  devait  pas  étendre  les  rela- 
tions ((9)  à  phis  de  [ti  —  p)  colonnes;  car  alors  les  hessiens  dérivés 
du  («  —  pY''""^  ordre  eussent  été  nuls,  ce  qui  serait  contraire  aux  hy- 
pothèses admises  (iG). 

15.  On  voit  par  ce  calcul  que  la  pioposiiinn  réciproque  se  trouve 
ramenée  à  l'examen  du  seul  et  unique  cas  où  le  nombre  des  variables 
est  inférieur  ou  égal  au  degré  de  la  fonction.  Cette  dernière  question 
ne  me  semble  pas,  pour  le  moment,  pouvoir  être  traitée  par  une  ana- 
lyse générale  comme  l'ont  été  toutes  les  questions  qui  précèdent.  Ce- 
pendant sa  vérification  est  possible  lorsque  le  degré  de  la  fonction 
n'est  pas  trop  élevé. 

14.  L'examen  des  cas  où  plusieurs  des  facteurs  linéaires  sont  égaux, 
conduit  à   des  théorèmes  analogues.  Je  me  contenterai  d'énoncer  la 

Tome  VI  (2*^  série).  —  Juin  1861.  2" 
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proposition  suivante  dont   la  déinoiisiralion   générale  n'olfre  aucune 
difficulté. 

Pour  qii  une  fonction  homogène ,  île  degré  p,  à  n  variables,  soit  la 
puissance  /)"*"""  d'une  jonction  linéaire,  il  jaut  et  il  suffit  que  les 
hessiens  dérivés  du  [n  —  2)'^"'"  ordre  soient  identiquement  nuls. 

Ainsi,  u  étant  la  fonction,  on  devra  avoir  identiquement 


pour  toutes  les  valeurs  i,  2,  3,...,  n  des  indices  r,  /,,  s, s,. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  219 

REMARQUES   NOUVELLES 

CDNCEK.NANT 

LES    NOMBRES    PREMIERS    DE    LA    FORME    34 (/-f- 7; 
Pau  m.   J     LIOIÎVILLE. 


Déjà  nous  nous  sommes  occupés  des  nombres  premiers  de  la  forme 
24fJt.  -+-  7.0»  a  vu  en  particulier  (dans  le  cahier  de  novembre  1869  )  que 
si  p  désigne  un  tel  nombre,  on  peut  toujours  poser  (un  nombre  im- 
pair de  fois)  l'équation 

■2 p  :=  X- +  q'''^^  j- . 

X  et  j^  étant  des  entiers  impairs  et  q  un  nombre  premier  de  la  forme 
24  V  +  i3,  qui  ne  divise  pas  j. 

Avec  la  forme  imposée  à  </>  i'  ^st  évident  que  x  doit  être  premier 
à  3,  et  réciproquement  dès  que  x  est  premier  à  3,  (j  ne  peut  avoir  que 
la  forme  indiquée.  Quant  à  j,  on  s'assurera  sans  peine  quil  n'est  ja- 
mais divisible  par  3.  Mais  eu  prenant  x  multiple  de  3  et  q  de  la  formi! 
2[\'j  -f-  5,  on  pourrait  aussi  représenter  ip.  De  là  un  théorème  nouveau 
qui  complétera,  pour  ainsi  dire,  celui  que  nous  venons  de  rappeler. 
Les  nombres  premiers  de  la  forme  24f.  -h  7  donnent  en  outre  lieu  à 
plusieui's  remarques  intéressantes  qu'on  trouvera  ci-après.  J'entre  en 
matière. 

Théorème  I.  —  «  Pour  tout  nombre  premier  p,  de  la  forme 
»   a/j/v.  H-  7,  on  peut  poser  un  nombre  impair  de  fois  l'équation 

2p  =  9x^  -f-  ^^'"^'  r"^, 

«   X  ei  J  étant  des  entiers  impairs,  et  q  un  nombre  premier  qui  ne  di- 
»  vise  pas  jr.   » 

Cet  énonGé  n'impose  aucune  condition  au  nombre  premier  (j;  mais 

28.. 
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comme,  d'après  la  forme  24f -+  7  assignée  à  p,  on  a 

ip^G     ;  mod.   8},  ip^2     i^mod.   3), 

il  s'ensuit  qu'on  aura  nécessairement 

7^5     (mod.   8),         ^^2     (mod.  3). 

Donc  cj  sera  toujours  de  la  forme  24v  +  5,  indiquée  tout  à  l'heure. 

Vérifions  notre  théorème  siu"  quelques  exemples.  Et  d'abord  soit 
p  =  7  ;  nous  aurons,  comme  il  le  faut,  l'équation  canonique 

2.7  =  9. 1--)-  5.  i^. 

Pour  /;  ==  3i ,  on  a  de  même 

2. 31  =  9. 1^-4- 53. i^ 

Je  trouve  aussi  une  équation  canonique  poiu"  p  =  79,  savoir 

2-79  =  9-i'  +  '49-''- 
Enfin  on  en  a  une  pourp^  io3.  C'est 

2.  io3  ^  9. 1^  +  197.1-. 
L'équation 

2.io3  =  9.3^  +  5^  1' 

a  dû  être  rejetée,  bien  que  5  soit  un  nombre  premier,  parce  que  l'ex- 
posant 3  n'est  pas  de  la  forme  4^+  i- 

Remarque.    —  Si,  désignant  toujours   par  p  un   nombre    premier 
donné  de  la  forme  24 /J-  +  7i  O"  posait 

ip  =  .7='+  <y*'^'  j^, 

en  prenant  pour  x  el  j'  des  entiers  impairs  (juelconc/iies  et  en  assujet- 
tissant le  nombre  premier  q  à  la  seule  condition  de  ne  pas  diviser  j, 
le  iiotid>re  N  des  décompositions  de  2 p  ainsi  obtenues  serait  toujoius 
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pair,  mais  au  moins  égal  à  2,  comme  étant  la  somme  de  deux  nombres 
imjjairs  N,,  Nj  respectivement  relatifs  aux  deux  hypothèses  de  a 
premier  à  3  (ou  de  (/^24v  +  i3)  et  de  x  multiple  de  3  (ou  de 
q  =  2^v  -+-  5).  Cela  résulte  du  nouveau  théorème  que  nous  venons  de 
donner,  combiné  avec  celui  que  nous  avions  donné  en  iSSg. 

Théorème  II.  —  «  Pour  tout  nombre  premier  p,  de  la  forme 
»   2/4 /a  4-  7,  on  peut  poser  un  nombre  impair  de  fois  l'équation 

»  j:-  et  ^  étant  des  entiers  impairs,  et  q  un  nombre  premier  non  di- 
»   viseur  de  j'.    » 

Notre  énoncé  n'impose  aucune  condition  au  nombre  premier  q  ; 
mais  il  est  évident  qu'il  ne  pourra  manquer  de  vérifier  les  deux  con- 
gruences 

^^3     (mod.   8),         9^2     (mod.  3). 

Il  sera  donc  nécessairement  de  la  forme  i^v  -+-  1 1. 
Passons  aux  vérifications  numériques.  D'abord  pour 

on  a  l'équation  canonique 

2.'7  =3.i^+  I  i.i'^. 
On  en  a  une  également  pour 

savoir 

2.3i  =  3.1^  +  59. i^ 
Soit  à  présent  ■ 

P  =  79- 

Les  équations  canoniques  seront  alors  au  nombre  de  trois  : 

2.79  =  3.3*-+-  i3i.i% 

2.79  =  3.5»  +  83.i% 

2.79  =  3.7*  -f-  I  [.I*. 
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J  en  tioiive  aussi  trois  pour 

p  =  io3. 
Les  voici  : 

2.io3=:3.3*  -t-  179. I*, 

2.  io3=:  3.5^  +  i3i.  i^, 

2.  io3  =  3.7'  +  59. 1^. 

Toujours  notre  théorème  a  lieu,  mais  voila  assez  d'exemples. 

Théorème  III.    —    «    Pour  tout  nombre  premier  /;,   île  la   foi-me 
M   i!\^-\-  7,  on  peut  poser  un  nombre  impair  de  fois  l'équation 

»   .X  et  r  étant  des  entiers  impairs,  non  divisibles  par  3,  et  q  un  nombre 
«   premier  non  diviseur  de  )  .    » 

Puisque  x  est  supposé  premier  à  3,  on  aura 

2ar^^2     (mod.   3). 
Mais  déjà  on  a 

p^  I     (mod.   3). 
î/équation 

p  =  2j;^  -+-  ,y*'+'  j-"-' 

entraîne  donc  la  congruence 

I>a  condition  relative  à  j-  de  ne  pas  être  divisible  par  3  sera  donc  rem- 
plie d'elle-même;  mais  de  plus  on  voit  que  nécessairemen! 

7^—1      (  mod .  3  ) . 

Il  est  il  ailleurs  aisé  île  voir  que  l'équation 

p  ^^  0.X'  +  ly*'"*"'  y^, 
ou  l'on  a 

p^J     (mod.   8), 
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ciitraîiie  cette  seconde  congriience 

^^5     (mod.  8). 

Il  suit  de  là  que  q  ne  peut  être  que  de  la  forme  24v  +  5. 
Soit  d'abord 

P  =  7' 

et  nous  aurons  l'équation  canonique 

■y  =  2.1^  +  5.1^ 
On  en  a  une  également  [jour 

savoir 

3r  =  -2.  i'''  +  29. 1-  ; 

une  aussi  [jout 

P  =  79» 
car 

79  =  2.5'  +  29-'"- 

Notre  théorème  se  vérifie  aussi  pour 

p  =  io3; 

mais  alors  il  y  a  trois  équations  canoniques 

io3=  2. 1*  +  loi .  i^. 
io3  =  2.5^  +  53.  I*, 
io3=  2.7'' +  5.1^. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  les  exemples. 
Dans  la  forme 

■2JC-   -h  (j*''^'  J' 

([ue  nous  \enons  d'employer  poin-  rej)résenter  le  nouibre  premier 
donné  p,  de  la  forme  24^-+  7,  nous  avons  supposé  x  premier  à  3. 
Prenons  à  présent  x  multiple  de  3,  ou  plutôt  remplaçons  x  par  3^, 
et  nous  aurons  la  proposition  nouvelle  que  voici  : 

Théorème  IV .    —   «  On  désigne  par  p  un  nombre  premier  donné. 
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)'   de  la  forme  24  y.  4-  7,  et  on  pose  de  tontes  les  manières  possibles  l'é- 
»   quation 

»  a- et  Y  étant  des  entiers  impairs,  et  f/  un  nombre  premier  (natnrelle- 

»  ment  de  la  forme  24 v  +  i3)  qui  ne  divise  pas  y.  Le  nombre  N  des 

»  décompositions  de  p  ainsi  obtenues  est  tantôt  pair  et  tantôt  impair; 

»  mais  on  a  toujours  "N  ^  [x  (mod.  2).  » 

En  d'autres  termes  N  est  pair  quand  ju.  est  pair,  mais  impair  quand  [j. 
est  impair;  ou  ce  qui  revient  au  même,  N  est  pair  quand  p  =  48 A'  +  7, 
mais  impair  quand  />  =  48A-1-  3i. 

Il  suit  de  notre  théorème  que  l'on  doit  trouver  N  pair  jxnir 


p=  7 

et  pour 

/j  =  io3 

mais  impair  pour 

/,=  3i 

et  pour 

/'  =  79' 

Or  je  trouve  en  effet 

N  =  o 

pour  les  deux  premiers  nombres  7  et  io3,  tandis  que  pour  les  deux 
autres,  3i  et  17,  on  a 

N  =  i, 

en  vertu  des  équations  canoniques 

3i  =  i8.i'+i3.i* 
et 

79=  18  +  Gi.i^ 

Notre  théorème  est  donc  vérifié  sur  ces  exemples,  et  il  le  sera  éga- 
lement sur  tous  ceux  qu'on  pourra  vouloir  ajouter. 
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DEUX  FORMES  QUADRATIQUES 

_j,,5   _^_  ji  _^   ^2   _^    ^  ^2 ^  x^    -h    i  [j-  H-  S*   +  /^ 

Par   31.    J.   LIOUVILLE. 


1.  Soit  n  un  nombre  entier  donné  quelconque.  Désignons  par  k[n) 
le  nombre  des  représentations  de  n  par  la  forme 

JC^  -+-  j'   +  Z^  +   2<% 

c'esl-à-dire  le  nombre  des  soitilions  de  l'équation  indéterminée 
n  =  x'  +  J-'  +  c^  +  2/^, 

où  les  entiers  or,  j,  z,  t  peuvent  être  indifféremment  positifs,  nuls  ou 
négatifs,  deux  solutions  étant  regardées  comme  différentes  quand  x, 
jr,  z,  t  ny  ont  pas  identiquement  les  mêmes  valeurs.  Désignons  de 
même  par  B{ji)  le  nombre  des  représentations  de  n  par  la  forme 

JC^  -h  1  (j-  +  z^  +  /'), 

c'est-à-dire  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

n  =  x^  +  2{j^  -h  z"  -t-  <*). 

Il  s'agit  de  donner  des  règles  simples  pour  trouver  à  priori  A{n)  et 
B  («).  On  s'occupe  à  la  fois  des  deux  formes 

X*  M-  j'  -1-  z-  -t-  2  /' 

et 

X^  -h  2  [j-^  +  z'  -f-  t^), 

parce  qu'elles  ont  entre  elles  tu.e  liaison  intime. 

Tome  VI  (i«  Bérie).  —  Juiliet  i86i .  2Q 
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2.  Comme  ji  peut  être  pair  ou  impair,  nous  poserons  généralement 


m  étant  un  entier  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à  zéro.  Il 
faudra  avoir  égard  aux  diverses  valeurs  de  a,  et  aussi  à  la  forme  li- 
néaire de  m  (mod.  8),  en  distinguant  deux  cas  suivant  que  l'on  a 

m  =  8  A-  ±  I 
ou 

m=  8A  ±i3. 

Le  calcul  de  A  («)  et  de  B(«)  exigera  en  outre  celui  d'une  certaine 
fonction  numérique  de  /«,  que  nous  allons  définir. 

Soit  c^un  quelconque  des  diviseurs  de  m  (dont  i  et  m  font  toujoius 
partie),  et  désignons  par  â  le  diviseur  conjugué  à  d,  en  sorte  que 

m  —  dâ. 

La  fonction  numérique  dont  nous  voulons  parler  s'exprimera  par 

I?'— 1 

le  signe  sommaloire  portant  sur  tous  les  groupes  r/,  ù.  On  pourrait 
encore  l'écrire 


2(1)''. 

en  employant  le  signe 


.œ 


0 


de  Legendre  avec   la   signification   plus   étendue   rpie  lui   a  donnée 
Jacobi. 

Pour  abréger  nous   désignerons,   dans    tout  ce   qui  va  suivre,  la 
somme 
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par  la  simple  lettre  S.  On  voit  que  quand 

m  =  8/(  ±  I, 

S  est  l'excès  de  la  somme  des  diviseurs  de  m  qui  sont  de  la  forme 
8k  ±1  sur  celle  des  diviseurs  de  m  qui  sont  de  la  forme  8A±i3. 
Au  contraire,  quand 

m  =  8A  ±3, 

S  est  l'excès  de  la  somme  des  diviseurs  de  m  de  la  forme  8A  ±  3  sur 
celle  des  diviseurs  de  m  de  la  forme  8/t  ±.  i.  Pour  m  =  f ,  3,  5,  7,  g,  etc., 
on  a  successivement  S  =  i,  a,  4»  8,  7,  etc. 

3.   Ceci  expliqué,  je  dirai  d'abord  que  l'on  a,  suivant  la  nature  du 
nombre  impair  m, 

A(ffi)=:6S,     B(;k)  =  2S, 
quand 

m  =  8/t±i; 
mais 

A(/n)=:ioS,     B(to)  =  6S, 
quand 

m  =  8A±3. 

De  ces  quatre  équations  deux  seulement  ont  dû  être  tirées  de  mes 
Jormules  générales  ;  car  on  prouve  aisément  à  priori  que 

A(8A-±i)  =  3B(8A±i) 
et 

3A(8A-±3)  =  5B(8A±3). 

Des  raisonnements  arithmétiques  très-simples  donnent  aussi  les  va- 
leurs de  A  (am),  A(4"0,  etc.,  en  partant  des  valeurs  de  A  {m),  B(m). 
On  arrive  de  cette  manière  aux  formules  ci-après  : 

A(2'';w)  =  2(2''"^^-i)S 
pour  /n  =  8  A  ±  I ,  et 

A(2"m)=2(2"^'  +  l)S 

29.. 
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pour  m  =  8A'  it  3.  Ces  formules  subsistent  même  pour  a  =  o,  et  on 

les  réunirait  en  une  seule  en  écrivant 


A(a 


^/n)  =  aL2°'"*"'-(-i)    '    Js. 


Ea  valeur  de  A(«)  est  donc  connue  quel  que  soit  n;  et  celle  de  B  [n) 
pour  II  pair  s'en  conclut,  car  on  a 

B(2"«)=A(2''-  — /z), 
à  partir  de  x  =  i . 

4.   Appliquons  nos  formules  aux  cas  les  plus  simples.  Elles  nous 
df)nnent  d'abord 

A(i)  =  6,      B(i)=2; 

or  ce  résultat  est  confirmé  par  les  équations  canoniques 

I  =  {±.  i)^  +  o*  +  o*  +  a.o^ 
et 

i  =  (±:if  +  2(o='-+-o'+o=), 

dans  la  première  desquelles  (±  i)*  P^"*  ^''"'^  reporté  à  la  seconde  et  à 
la  troisième  place. 
Je  trouve  ensuite 

A(3)  =  2o,     B(3)=ia, 
ce  qui  est  confirmé  par  les  équations 

3  =  (±i)*  +  (iti)'-+-(±i)=+a.o% 

3  =  (dxi)='-t-o»  -!-  o»  4-  2.(=h  i)», 
et 

3  =  (±i)^4-2[(±i)=  +  o»  -t-o^), 

en  y  faisant  les  permutations  convenables. 
Soit  en  dernier  lieu,  n  =  2.  Il  vient 

A(a)  =  i/i,     B(2)  =  6, 
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ce  qui  résulte  en  effet  des  équations 

■2  =  {±.\)-  -h   (±  Ij"  H-  O^  +   2.0^ 
2  =  0^+   O^   +   0^+   l{±l)\ 

et 

2  =  0^  +  2[(±:i)='  +  o^  +  0^]. 

o.   En  m'occupant  des  équations 

n  =  x^  -h  r*  +  z-  +  2Z^ 
et 

n  =  x'''  H-  2  [j-  -1-  z^  -)-  t'^), 

l'ai  considéré  à  la  fois  les  solutions  propres  (où  x\  jy,  z,  t  n'ont  pour 
facteur  commun  que  l'unité)  et  les  solutions  inqîropres  (où  jf,  j-,  s,  t 
sont  divisibles  par  un  même  nombre  >  i).  On  pourrait  demander  seu- 
lement le  nombre  des  solutions  propres;  mais  je  ne  m'arrêterai  pas 
à  cette  question  nouvelle  qui  n'offre  aucune  difficulté. 

6.  En  terminant  j'indiquerai  celles  de  nos  Jormules  générales  dont 
nous  nous  sommes  servis  pour  obtenir  les  résultats  qui  précèdent. 
C'est  d'abord  la  formule  (F)  de  notre  troisième  article  f  cahier  de 
juin  i858,  p.  208)  :  il  faut  y  faire 


J  (x)  =  ces 


4 


C'est  ensuite  la  formule  (I)  de  notre  cinquième  article  (cahier  d'août, 
page  277)  où  l'on  prendra  pour  _/'(.r)  la  même  valeur.  On  devra  se 
rappeler  les  propriétés  de  la  fonction  p  [m)  qui  marque  l'excès  du 
nombre  des  diviseurs  de  m  de  la  forme  4^-1-1  sur  celui  des  diviseurs 
de  la  forme  4g  +  3  ;  on  sait  quel  rôle  joue  la  fonction  p  [m)  relative- 
ment à  la  décomposition  des  nombres  en  deux  carrés,  c'est-à-dire  rela- 
tivement à  la  forme  quadratique  .r^  ■+-  r'^-  Mais  il  faudra  de  plus  con- 
sidérer la  fonction  ?('«)  qui  joue  un  rôle  analogue  pour  la  forme 
jc^  -+-  2 y-,  et  qui  exprime  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  de  m  de 
l'une  des  deux  formes  8^  -+-  i,  8A  -l-  3  sur  cehù  des  diviscnns  Hk  -+-  5, 
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8A ■  +  7.  En  faisant  comme  plus  haut  m  =  r/o\  on  a 


J  — I       S'  —  i 


En  général  on  doit  attacher  un  grand  prix  aux  fonctions  numériques 
suivantes  qui  sont  décomposables  en  facteurs  et  qui  se  présentent 
sans  cesse  dans  nos  recherches  : 

0" — 1     <?' — I 

3e  continue  à  supposer  m  impair.  On  voit  que  la  quantité  désignée 
ci-dessus  par  S  est  précisément  w,  (/«).  Au  reste  nos  quatre  fonctions 
sont  comprises  dans  celle-ci  : 

2  il)  <''■ 


ou  a  est  un  entier  donné,  et  que  nous  aurons  aussi  à  employer  dans 
toute  sa  généralité. 
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THEOREMES 


LE    CONE    DE    REVOLUTION 

Par  m    WOEPCIŒ. 


Si  par  deux  points  quelconques  de  l'axe  d'iui  même  cône,  on  mené 
deux  plans  tels,  que  le  carré  du  sinus  de  l'angle  générateur  du  cône 
soit  la  moyenne  arithmétique  entre  les  carrés  des  sinus  des  inclinai- 
sons de  l'axe  du  cône  sur  les  deux  plans  coupants,  on  obtient  une 
ellipse  et  une  hyperbole  dans  lesquelles  le  rapport  des  axes  est  le 
même. 

Si  l'on  mène  dans  un  même  cône,  et  par  le  même  point  de  son 
axe,  deux  points  tels,  que  le  carré  de  la  valeur  inverse  du  sinus  de 
l'angle  générateur  du  cône  soit  la  moyenne  arithmétique  entre  les 
carrés  des  valeurs  inverses  des  sinus  des  inclinaisons  de  l'axe  du  cône 
sur  les  deux  plans  coupants,  on  obtient  une  ellipse  et  une  hyperbole 
dont  les  grands  axes  et  les  paramètres  sont  inversement  proportion- 
nels. 

En  désignant  par  a  l'angle  générateur  du  cône,  par  |3  l'inclinaison 
de  son  axe  sur  le  plan  coupant,  les  sections  produites  dans  des  cônes 
quelconques  par  des  plans  coupants  quelconques  sont  semblables,  si 

le  rapport  — :'  reste  le  même. 
'  '  cosp 

Dans  toutes  les  sections  qui  rendent  tanga  =  sin|3,  le  segment 
compris  sur  l'axe  du  cône  entre  le  sommet  et  le  plan  coupant  est  la 
moitié  du  petit  axe  de  la  section. 

Dans  toutes  les  sections  qui  rendent  cota  =  sinp,  le  segment  com- 
pris sur  l'axe  du  cône  entre  le  sonunet  et  le  plan  coupant  est  égal  au 
demi-paramètre  de  la  section. 

Dans  toutes  les  sections  produites  par  des  plans  perpendiculaires  à 
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une  arête  du  cône,  la  partie  du  grand  axe  de  la  section  comprise  entre 
cette  arête  et  l'axe  du  cône  est  égale  au  demi-paramètre. 

Si  l'on  coupe  une  série  de  cônes  décrits  autour  d'un  même  axe 
avec  des  angles  générateurs  quelconques  par  un  c}  lindre  de  révolution 
décrit  autour  du  même  axe,  et  si  l'on  mène  une  série  de  plans  paral- 
lèles par  les  centres  des  cercles  en  lesquels  les  cônes  sont  rencontrés 
par  le  cylindre,  les  sections  produites  par  chacun  des  plans  parallèles 
dans  le  cône  correspondant  auront  toutes  le  même  paramètre. 

Si  1  on  coupe,  à  la  même  distance  du  sommet,  l'axe  d'un  cône  dont 
laiigle  générateur  est  «,  par  un  plan  formant  avec  l'axe  lui  angle  ]3, 
et  l'axe  d'un  cône  dont  l'angle  générateur  est  j3,  par  un  plan  formant 
avec  l'axe  l'angle  a,  on  obtient  une  ellipse  et  une  hyperbole  dont  les 
grands  axes  et  les  paramètres  sont  inversement  proportionnels.   Les 

paramètres  sont  changés  dans  le  rapport  de  — -  et  les  grands  axes  dans 

le  rapport  de  — -•  En  même  temps  les  deux  sphères  inscrites  au  cône 

qui  touchent  le  plan  coupant  aux  foyers  de  la  section  changent  de 
place,  mais  non  de  grandeur. 
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UN  CERTAIN  GENRE  DE  DÉCOMPOSfTIONS  D'UN  ENTIER 
EN  SOMMES  DE  CARRÉS; 

Par  m.  J.  LïOUVILLE. 


Les  décompositions  d'un  entier  n  en  sommes  de  carrés  dont  je  veux 
m'occuper  ici  offrent  ce  caractère  particulier  que,  lorsqu'il  y  a  dans  l'ex- 
pression de  n  des  carrés  impairs,  on  en  prend  la  racine  positivement  et 
on  les  range  avant  les  autres,  dans  un  ordre  du  reste  quelconque.  Le 
double  signe  est  conservé  pour  les  racines  des  carrés  pairs,  à  moins 
qu'elles  ne  se  réduisent  à  zéro. 

J'introduis  à  ce  sujet  une  notation  nouvelle.  Je  désigne  par 

le  nombre  des  décompositions  de  n  en  p  carrés  dont  les  q  premiers 
sont  impairs  et  à  racines  positives,  tandis  que  les  [p  —  q)  derniers  sont 
pairs  et  à  racines  indifféremment  positives,  nulles  ou  négatives.  En 
d'autres  termes,  nous  désignons  par  N(7i,  /?,  q)  le  nombre  des  solu- 
tions de  l'équation 

n  =  i\  -h  i\  +...-\-  i^  +  23^  +  ^2  +-..-f-  ^p—gi 

dont  le  premier  membre  est  donné,  et  où  la  lettre  i  désigne  des  en- 
tiers positifs  impairs,  tandis  que  les  entiers  u  sont  indifféremment  po- 
sitifs, nuls  ou  négatifs.  On  prendra  ry  =  o  si  tous  les  carrés  sont  pairs. 
Soit  par  exemple  n  =  a/w,  ///  étant  impair,  eXp  =  12,  en  sorte  qu'il 
s'agisse  des  décompositions  du  double  d'un  entier  impair  en  une 
somme  de  douze  carrés.  Les  décompositions  spéciales  que  nous  con- 
sidérons ne  pourront  être  que  de  trois  espèces;  car  des  douze  carrés 
dont   la  somme  exprime   im,  deux,  six  ou  dix  seront  impairs  et  les 

Tome  VI  (2°  série).  —  Juillet  1861.  JO 
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autres  pairs.  Les  valeurs  à  donner  à  q  seront  donc  i,  6,  lo.  D'après 
notre  notation  N  (am,  12,  a),  N  (2  m,  12,  6),  N  (2  wî,  12,  lo)  répondent 
respectivement  à  ces  trois  cas.  Les  autres  valeurs  de  N(27?i,  12,9) 
sont  nulles.  Il  est  évident  que  pour  m^\,  on  a 

N(2,    I2,2)  =  I,        N(2,I2,6)  =  0,       N^2,I2,6)  =  0. 

Pour  m  =  3,  on  trouve  facilement 

N  (6,  12,  2)  =  20,     N(2,i2,6)  =  i,     N(2,  12,  10)  =  o, 
la  valeur  de  N  (6,  12,  2)  dépendant  de  léquation 
6  =  I  ^  -(-  I  ^  -4-  (  ±:  2  )'  -f-  o'  -I-  o*  +  o-  -I-  o-  +  o-  -■)-  o-  -)-  o^  -+-  o^  -4-  o^, 

où  (  ±  2)^  peut  prendre  dix  places  distinctes.  On  trouve  de  même  pour 
;n  =  5, 

N  (10,  12,  2)  =  182,     N  (10,  12,  6)  =  12,     N(io,  12,  10)  =  I. 

Et  ainsi  de  suite. 

Le  nombre  complet  des  représentations  de  l'entier  n  par  une  somme 
de  p  carrés,  c'est-à-dire  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

n  ■=  x\-^ xl  +  . . .-\-  x^, 

où  x^,  Xj,...,  Xp  sont  des  entiers  indifféremment  pairs  ou  impairs, 
positifs,  nuls  ou  négatifs,  sera  désigné  convenablement  par 

N(«,  p). 

On  le  déduirait  immédiatement  des  nombres  partiels  N  («,/9,o), 
N(/j,  yî,  1),  etc.,  si  ceux-ci  étaient  connus;  car  on  passe  de  nos  dé- 
compositions aux  représentations  eu  donnant  aux  entiers  impairs 
marqués  par  la  lettre  /  le  double  signe  ±:,  puis  permutant  les  /  et 
les  CT  et  faisant  la  somme  des  résultats. 

Ainsi  dans  l'exemple  ci-dessus  de  /?  =  12,  n=  zin,  m  impair,  la 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^35 

valeur  de  N  (am,  la)  est  égale  à 

"    '^  [2°N(2W,  12,  2)  +  2'°N(2w,  12,  10)] 


.     7  . 8 .  q .  I  o .  1 1  .  I  ■->  „  ,  ,. . 

+  ^    ■,...3.4.5.6  ^(^-"'''^'^)- 
et  peut  s'écrire 

N{2/n,   12)  =  264  [N  (2W,    12,  2)  -t-  224N  (2  7«,    12,  G) 

+  256N  (2  m,  12,  10)]. 

Nous  verrons  bientôt  qu'on  peut  tirer  parti  de  ce  résultat. 
Les  décompositions  indiquées  par  la  notation 

N(«,/;,  ^) 

donnent  lieu  à  une  théorie  étendue  et  fort  intéressante.  Mais  je  ne  veux 
communiquer  ici  que  deux  théorèmes  relatifs  au  cas  de  n=  am,  m 
impair,  et  où  figureront  les  fonctions  numériques  que  je  désigne  par 
Ç/^  (m),  Pjj,  (/«),  dont  je  rappelle  la  définition.  Soit  d  un  diviseur  de  m, 
â  le  diviseur  conjugué,  de  façon  que  m  =  dâ  :  on  a 


?;.('«)=  Z^''' 


et 


Quand  fx  =  o,  au  lieu  de  Ço(")  et  Po(")'  j'écris  simplement  'Ç,[m)  et 
p{m). 

Théorème  I.   «  Si  m  désigne  un  entier  impair  à  volonté  et  v  un 
»  entier  donné,  on  pourra  poser,  pour  toutes  les  valeurs  de  m, 

Ç2.^_,  (m)  =  N   2m,  4v,  2)  +  A,N(2m,  4v,  6)  -t-... 
■+■  A,_,  N  (2;n,  4v,  l\v  —  2), 

»   A,,  A2,...,  A„_,  étant  des  constantes,  c'est-à-dire  ayant  des  valeurs 
»  indépendantes  de  /n,  mais  qui  changent  quand  v  change.  » 

3o.. 
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Notre  équation  peut  s'écrire 

Çs,_,  (m)  =  2'^^^  (2/«,  4v,  ks  -^  2), 

la  sommation  portant  sur  s  dont  les  valeurs  successives  sont  o,   i, 
a,...,  V  —  1. 
On  a 

Ao=i,     A,_,  =  lô"-*, 

et  en  général 

A,_,_,  =  i6-'-=^-'  A,. 

Les  coefficients  A,,  se  déterminent  d'ailleurs  aisément  au  moyen  des 
plus  petites  valeurs  de  m. 

En  passant  aux  cas  particuliers,  on  trouve,  pour  v  =  1 , 

^,  (/w)  =  N(2m,  4,  2), 
puis,  pour  V  =:  2, 

Ç3(m)  =  N(2w,8,  2)  +  i6N(2/n,  8,  6), 
puis,  pour  V  =  3, 
%i{in)  -■  N  {2111,  12,  2)  +  224N(2/H,  12,  6)+  256N(:jra,  12,  10). 

Et  ainsi  de  suite. 

Laissant  de  côté  les  deux  premières  équations  qui  répondent  à  des 
théorèmes  démontrés  par  Jacobi,  j'observe  que  la  troisième  fournit 
N(a/«,  12 -;  car,  d'après  la  valeur  de  N(2W,  12)  indiquée  plus  haut 
et  comparée  à  celle  de  Ç5  (m),  il  vient 

N  (2 /H,  12)  =  264^5  ('«)> 

ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  que  j'ai   donné  dans  le  cahier  de 
mai  ibGo  et  qu'on  peut  établir  aussi  par  d'autres  procédés. 

J'observerai  en  passant  que  la  valeur  de  N  (m,  12)  semble  moins 
simple.  Elle  dépend  non-seulement  de  Ç,  (/«)  et  Ç,  {m),  mais  encore  de 
ta  somme 

1^' 
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lies  carrés  des  premiers  termes  dans  l'ensemble  des  représentations  de 
m  par  une  somme  de  quatre  carrés  s^  -+-  s'"''  ■+-  /'^  +  s'"^.  Je  trouve 

Si    m  était  pair,  on  aurait    aisément   ^  s'',    mais  pour   m   impair    la 

difficulté  paraît  grande.  On  pourrait  encore  faire  dépendre  N(/«,  12) 
deN(4'n,  12,  12),  en  vertu  de  l'équation 

N  (m,  12)  =  2/1^5  (m)  —  2'^N(4m,  la,  ta). 

Mais  ce  n'est  pas  le  lieu  d'approfondir  ces  questions  délicates. 

Théorème  II.  «  Si  m  désigne  un  entiei  impair  à  volonté  et  v  un  en- 
»   tier  donné,  on  pourra  trouver  des  constantes 

B„B„...,B, 

»   telles,  qu'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  /«, 

ç^.j{-ni)  =  ^BiN(  2/rt,  4v  -H  2,  /(*  +  2), 

»  le  signe  sonimatoire  portant  sur  s  dont  les  valeurs  sont  o,  i,  2,..., 
V  —  I ,  V.  » 

Les  coefficients  B^  sont  constants  en  ce  sens  qu'ils  ne  dépendent  pas 
de  m.  Ils  changent  avec  v;  mais  on  a  toujours  Bj,  =  i,  et  dès  que  y  est 
>  o,  on  a  B,  =  o.  Au  surplus  les  coefficients  B,  se  calculent  pour 
chaque  valeur  de  v  au  moyen  des  plus  petites  valeurs  de  m. 

Pour  V  =  o,  notre  équation  donne 

j3(m)  =  N(2'«,  2,  2), 

ce  qui  répond  au  théorème  si  connu  sur  la  décomposition  de  1111  en 
deux  carrés  impairs.  Pour  v  =  i,  elle  donne 

p2{in)  =  N  (  im,  6,  2); 
puis,  pour  y  =:  2, 

jOj  [m)  =  N  f  2m,  10.  2)  -4-  64N  (a/w,  10,6); 
et  ainsi  de  suite. 
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Je  me  contenterai  de  faire  observer  que  la  dernière  des  équations 
que  je  viens  d'écrire  conduit  assez  facilement  à  la  valeur  de  N  (  2 /«,  10) 
quand  m  est  de  la  forme  4  g  -H  3,  auquel  cas  on  peut  prouver  que 

N(2TO,  10,  2)  =  i6N(2;n,  10,  6),     N  (a/zi,  10,  10)  =  o, 

ce  qui  permet  d'exprimer  N  (?.'«,  10,  1)  etN(2/72,  10,  6)  au  moyen  de 
p^  (  m  ),  et  puisque  les  autres  valeurs  de  N  (  2  m,  1  o,  9  )  sont  nulles,  d'en 
conclure  N  im,  10).  J'ai  trouvé  ainsi  : 

N(2ra,  10)  =  \o,.i'j.p!,[m). 
Dans  la  même  supposition  sur  m,  Eisenstein  a  obtenu 
N(/7Z,  10)  =  lap^  [m). 
Il  faut  donc  que,  pour  m  =  4è'  "+"  ^1  '"^  ^^^  généralement 
N(2W,  lo)  =  i7N(;n,  10)  ; 

et  c'est  en  effet  ce  qu'on  peut  démontrer  à  priori  par  un  raisonnement 
arithmétique  très-simple. 

Il  y  aurait,  nous  le  répétons,  bien  des  choses  à  dire  au  sujet  des 
fonctions  N(n,  p,  q\  et  d'autres  fonctions  analogues.  Mais  tout  cela 
viendra  à  son  temps. 
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EKTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  BESGE  A   M.   LIOUVILLE. 


«  Soient  A  et  a  deux  entiers  impairs,  a  premier  absolu,  A  premier 
à  a  et  diviseur  de  <*  -\-a.  On  sait  qu'on  pourra  poser 

A'"  =  x^  -+-  a/^, 

.r  et  j  étant  des  entiers  premiers  entre  eux.  Les  valeurs  de  p.  conve- 
nables sont  en  nombre  infini  ;  mais  je  ne  considère  ici  que  la  plus  petite. 
Il  arrivera  souvent  qu'elle  soit  paire,  et  elle  le  sera  sans  aucun  doute  si 
A  est  non  résidu  quadratique  de  a,  ou  encore  si  a  est  de  la  forme 
4^2+1  et  A  de  la  forme  l^n  -h  3.  Or  lorsque  l'on  a  fji.  =  2v,  je  dis 
que  j  est  impair.  En  effet  si  l'on  avait  j"  =  a^r,  l'équation 

(A'  —  x)  (A'  -+-Jc)  =  i^^az^ 

où  je  prends  x  indifféremment  positif  ou  négatif,  se  décomposerait  de 
Tune  des  deux  manières  suivantes  : 

A"  — x  =  2p^,  A' +  .r  =  2^"""'rtç*, 


de  sorte  qu'en  ajoutant  et  divisant  par  2,  on  trouverait 

A"  =z  m^  -\-  ati^, 

V  étant  plus  petit  que  |^,  qu'on  a  supposé  minimum. 

»   Puisque  j^  est  impair,  jc  doit  être  pair,  et  dès  lors  les  deux  fac- 
teurs au  premier  membre  de  l'équation 

(A"  —  a-)  (A"  +  x)  =  aj^ 
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sont  impairs.  Cette  équation  se  décomposera  donc  en  deux  telles  que 
celies-ci  : 

A'  —  X'  =  p^,        A"  +  jr  =  (7cy^, 

/j- et  rt^^  étant  premiers  entre  eux.  Dans  les  conditions  où  nous  nous 
sonnnes  placés,  il  vient  donc 

2  A'  =  p'  +  aq^, 

et  il  est  aisé  de  voir  que  v  est  à  son  tour  un  minimum,  car  s'il  existait 
un  exposant  moindre,  convenable  à  une  telle  équation,  en  élevant  au 
carré  et  divisant  par  4,  on  retrouverait  pour  une  puissance  de  A,  avec 
un  exposant  double  de  celui-là,  partant  <  fx,  la  forme  x*  ■+■  ay^. 

»  L'exposant  v  peut  être  pair  ou  impair;  mais  le  premier  cas  reste 
seul  possible  quand  qA  est  non  résidu  quadratique  de  a,  et  le  second 
quand  i  est  non  résidu.  Ni  l'un,  ni  l'autre  ne  pouvant  avoir  lieu  quand 
2  et  2  A  à  la  fois  sont  non  résidus  quadratiques  de  rt,  on  voit  qu'alors 
l'équation  |x  =  2v  doit  être  impossible,  eu  sorte  que  fx  ne  peut  être 
qu'impair.  Il  en  est  évidemment  de  même  quand  a  est  de  la  forme 
4n  ■+-  3,  ou  quand,  a  étant  de  la  forme  8«  -h  5,  A  est  de  la  forme 
4«-+-  I.  J'ajoute  que  quand  a  est  de  la  forme  4«+  '  et  A  de  la 
forme  4" +3,  [x.  est  pairement  ou  impairement  pair  suivant  que 
a  ^  I  ou  5  (mod.  8).  « 
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MÉMOIRE 


L'ÉTUDE  DES   FONCTIONS  DE    PLUSIEURS  QUANTITÉS, 

SDR 

LA   MANIÈRE  DE   LES   FORMER 

ET    SUR 

LES  SUBSTITUTIONS  QUI  LES  LAISSENT  INVARIABLES; 
Par  m.  Emile  MATHIEU. 


Quand  je  me  sais  occupé  de  la  question  qui  est  traitée  dans  ce  Mé- 
moire, on  ne  connaissait  alors  de  fonctions  remarquables  que  la  fonc- 
tion deux  fois  transitive  (ou  résolvante)  de  Lagrange  et  une  fonction 
trois  fois  transitive  de  6  lettres  ayant  6  valeurs  donnée  par  M.  Hermite  ; 
ajoutons  à  cela  les  deux  fonctions  deux  fois  transitives  qui  ont  été  ren- 
contrées durant  le  cours  de  mes  recherches  par  M.  Rronecker,  l'une  de 
7  lettres  ayant  3o  valeurs,  l'autre  de  1 1  lettres  ayant  6o48o  valein-s,  et 
l'on  aura  toutes  les  fonctions  qui  ont  été  données  avant  mes  pubhca- 
tions.  Je  rappellerai  encore  que,  malgré  le  petit  nombre  de  résultats 
acquis  à  cette  doctrine,  Cauchy  avait  publié  pendant  le  cours  de 
l'année  i845,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie, 
une  longue  série  de  Mémoires  entièrement  relatifs  à  cette  théorie,  mais 
il  ne  fit  la  découverte  d'aucune  fonction. 

A  ces  Mémoires  de  Cauchy  j'ai  toutefois  empriuUé  une  idée,  et  une 
seule  :  c'est  celle  de  distinguer  les  fonctions  en  fondions  transitives  et 
en  fonctions  intrausitives.  En  effet,  dans  cette  théorie,  ce  sont  les  fonc- 
tions transitives,  et  surtout  celles  qui  le  sont  plusieurs  fois,  qui  sont 
seules  vraiment  remarquables. 

J'ai  donné  dans  ce  journal  (année  i86o)  des  notions  générales  sur  les 

lunic  VI  (a'  série).  —  Ji;ii.let  i8(ii.  J  I 
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fonctions  transitives,  et  j'ai  démontré  l'existence  de  fonctions  trois  fois 

transitives  de  p  -\-  i  ei  de  p''  +  i  quantités,  lorsque  p  est  un  nombre 

premier. 

Dans  le  Mémoire  actuel  je  supposerai  connus  ces  résultats  et  je  n'y 
reviendrai  pas  ;  mais  j'exposerai  la  découverte  de  plusieurs  autres 
familles  de  fonctions  plusieurs  fois  transitives  dont  le  nombre  des  quan- 
tités est  une  puissance  d'un  nombre  premier  ou  un  tel  nombre  aug- 
menté d'une  unité,  et  je  donnerai  des  méthodes  très-simples  pour  les 
former.  Et  l'on  comprendra  toute  l'importance  de  mes  théorèmes, 
sachant  qu'ayant  cherché  directement  toutes  les  fonctions  qui  n'ont 
pas  plus  de  i  2  quantités,  j'ai  pu  reconnaître  que  les  22  fonctions  de 
moins  de  i  i  quantités  qui  sont  plusieurs  fois  transitives  sont  renfermées 
dans  les  familles  que  j'ai  découvertes.  Ce  résultat  fait  voir  clairement 
que  l'on  n'a  pas  de  fonctions  de  n  quantités  plusieurs  fois  transitives, 
lorsqu'on  laisse  le  nombre  n  complètement  indéterminé,  et  ensuite  que 
mes  théorèmes  donnent  toutes  les  fonctions  plusieurs  fois  transitives 
dont  le  nombre  des  variables  est  un  nombre  premier,  une  puissance 
d'un  nombre  premier,  ou  de  tels  nombres  augmentés  d'une  unité,  lors- 
qu'on ne  particidarise  pas  davantage  le  nombre  des  variables.  Enfin, 
j'ai  pu  m'apercevoir  qu'en  particularisant  convenablement  ces  mêmes 
nombres,  on  trouverait  de  certaines  fonctions  qui  seraient  invariables 
d'abord  par  les  substitutions  qui  ne  changent  pas  mes  fonctions  plu- 
sieurs fois  transitives,  et  ensuite  par  un  nombre  plus  ou  moins  grand 
d'autres  substitutions.  Je  ne  saurais  mieux  faire  que  de  donner  ici  pour 
exemple  l'élonnaute  fonction  5  fois  transitive  de  12  quantités  que  l'on 
trouvera  dans  ce  Mémoire";  cette  fonction  est  due  :  1°  à  ce  que  12  est  un 
nombre  premier  1  1,  augmenté  d'une  unité;  2"  à  ce  que  le  nombre  i  1 
est  le  double  d'un  nombre  premier,  plus  i  ;  3°  à  ce  que  1 1  est  une 
puissance  paire  d'un  nombre  premier,  plus  2. 

Ainsi  je  dois  dire  que,  bien  que  les  familles  de  fonctions  que  j'ai 
trouvées  donnent  les  fonctions  plusieurs  fois  transitives  qui  se  pré- 
sentent le  plus  ordinairiMuent,  je  ne  doute  pas  que  par  suite  du  concours 
de  circonstances  j)lus  ou  moins  extraordinaires,  il  y  ait  non-seulement 
d'autres  fonctions,  mais  encore  qu'il  y  ait  un  nombre  très-considérable 
de  classes  de  fonctions  plusieurs  fois  transitives,  eu  ne  rangeant  dans 
une  même  classe  que  des  fonctions  dues  à  des  circonstances  identiques. 
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Ce  Mémoire  contient  aussi  une  méthode  qui  permet  de  découvrir  des 
fonctions  plusieurs  fois  transitives,  et  des  théorèmes  généraux  sur  les 
fonctions  transitives  d'un  nombre  premier  de  quantités. 


CHAPITRE  I. 

DE     LA    FORMATION     DES     FONCTIONS.     —     MÉTHODE     POUR     DÉCOUVRIR    ET 
FORMER     DES    FONCTIONS    PLUSIEURS    FOIS    TRANSITIVES. 

De  la  jormation  des  fonctions. 

Considérons  une  fonction  de  n  quantités,  que  nous  représenterons 
par  la  seule  lettre  x  affectée  de  n  indices  différents;  soit  (f  (z)  une  fonc- 
tion de  z  telle,  qu'en  renjplaçant  z  par  ces  n  indices  les  résultats  soient 
ces  mêmes  indices  pris  seulement  dans  un  ordre  différent  ;  y  (  z)  pourra 
caractériser  une  substitution  que  nous  désignerons  par  ( x^  x  ^),  ou 
même  souvent  par  (z,  ipz). 

D'après  cela,  soit 

(l)  (X,X,),     (^rJ?p_,),     {X.X^J,...,     {x,Xj^_^,) 

un  système  de  substitutions  C07?y»g:?/eeJ,  c'est-à-dire  telles,  qu'en  faisant 
une  quelconque  de  ces  substitutions,  puis  cette  même  substitution  ou 
une  autre  des  substitutions  (i),  on  fasse  en  définitive  une  des  substitu- 
tions (  I  ),  on  aura 

Théorème.  —  Ilj  a  toujours  une  fonction  invariable  par  un  système 
de  substitutions  conjuguées  donné,  et  invariable  par  ces  seules  substitu- 
tions. 

Proposons-nous  de  former  une  fonction  invariable  par  le  système 
de  substitutions  conjuguées  (i),  et  supposons  que  les  indices  des  n 
variables  soient  o,  i ,  2,...,  n  —  i .  Soit 

Y  l"^"'    X),   X^,...^    Xf^^^) 

3i.. 
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uue  fonction  qui  a  i  .2,3.  ..«  valeurs,  et  qui  est  par  conséquent 
changée  par  toute  substitution.  Sur  cette  fonction  faisons  successive- 
ment toutes  les  substitutions  (i),  nous  aurons  les  r  fonctions  différentes  : 

(2)  I^Ko.      ^,,..      ^,,.---'      •^:.>-.))' 


Prenons  une  fonction  symétrique  de  ces  r  fonctions,  et  nous  aurons 
une  fonction  ^  qui  est  invariable  par  les  substitutions  (i). 

En  effet,  faisons  sur  les  fonctions  (a)  la  substitution  (z,  (p^z),  elles 
deviendront 

Or  on  a  (pe(p„z  =^  (f^z;  d'ailleurs  les  fonctions  (2)  étant  différentes, 
les  fonctions  (3)  le  sont  aussi;  donc  les  fonctions  (3)  sont  les  fonc- 
tions (2)  prises  dans  un  autre  ordre;  donc  Y  est  invariable  par  les 
substitutions  (1).  11  est  évident  qu'en  général  la  fonction  W  est  changée 
par  toute  autre  substitution,  et  que  le  nombre  de  ses  valeurs  distinctes 

1 . 2 . 3 ... « 
est 

r 
Si,  ^|/(J"o,a:, ,  Xj,...,  j:„_,j  étant  une  fonction  quelconque,  le  iionibre 

des  valeurs  de  la  fonction  ¥  n'était  pas    '    '    "    ;  il  serait,  comme  il  est 

aisé  de  le  démontrer,  un  diviseur  de  ce  nombre. 

Su[)posons  actuellement  que  i}(jro»  -^n  ^a,.--?  ^n-i)  soit  invariable 
par  mi  système  de  substitutions  conjuguées 

(4)  (2,  Z),    (2,5,2),    {Z,d,z),...,    (Z,Ô„_.Z). 
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Ecrivons  les  substitutions 

/(z,z),  {z,d,z),  (r.,5,z),...,         (z,5„_.z), 

\{z,(ftz),     (z,(p,5,z),       {z,(f,Qjz),....     {z,f,6u-,z), 
fA)       |(z,(p3z),      (z,92S,z),       (Zj^jSjZ),...,     (z,925„_,z), 

Si  la  réunion  de  ces  substitutions  forme  un  système  de  substitutions 
conjuguées,  je  dis  que  la  fonction  ¥,  formée  comme  il  a  été  dit  ci-des- 
sus, est  invariable  par  ce  système  de  substitutions. 

La  fonction  ^  est  encore  invariable  par  les  substitutions  (i);  il  reste 
donc  à  démontrer  qu'elle  n'est  pas  changée  non  plus  par  les  substitu- 
tions (4)-  Sur  la  fonction  W  faisons  la  substitution  (z,  6^  z),  les  fonc- 
tions (2)  qui  la  composent  deviendront 


La  substitution  {z,6gCpsZ)  fait  partie  du  système  de  substitutions 
conjuguées  (A),  puisqu'on  l'obtient  en  faisant  (z,  (p,z),  puis  (z,  ô^zj; 
donc  on   a 

6j(p,z  =  (p^^$  ,z. 

Ainsi  les  fonctions  (6)  peuvent  s'écrire 


r^'AV       ''«.v, 


■^,W"-'& 


'*'('*'''«,_,  V,"'     '^''«r-,  V,"""'     "^''«,_/;3r_,'"~'0' 
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La  première   des  fonctions  (a)  est  invariable  par  la   substitution 

z,  OgZ);  donc  elle  est  égale  à  la  première  des  fonctions  (7).  On  voit 

aussi,  par   la   même   raison,   que   la   seconde   des  fonctions   (7)  est 

égale  à 

(|/ /j:^    g,  jc^    ,,  j:,_.    .,,...,  x^    (n-i  )' 

que  la  troisième  des  fonctions  (7!  est  égale  à 

et  ainsi  des  autres.  Donc  les  fonctions  (7)  sont  les  fonctions  (2)  prises 
dans  un  autre  ordre;  car  il  est  clair  qu'elles  sont  différentes  entre  elles 
et  la  fonction  W  est  invariable  par  le  système  des  substitutions  (/1);  donc 
enfin  ¥  est  invariable  par  le  système  des  substitutions  conjuguées  (A). 
Le  système  des  substitutions  conjuguées  (A)  peut  aussi  s'écrire  : 

l{z,z),  {Z,^tZ)',  (z,9jZ),....  {z,fr-,z), 

\{z,Ô,z),      {z,6,if,z),      {z,6,(f^z),...,      (z,ô,(p^_,z), 

l(z,ô„_,z),  {z,0„_,f,z),  (z,5„_,  ipjz),...,   (z,e„_,(p,_,z); 

car  toutes  ces  substitutions  sont  différentes.  Supposons  en  effet  que 
l'on  ait 

Osf.z  —  0,({itz; 

désignons  par  0\z  et  (p',z  les  fonctions  inverses  de  0,z  et  do  y,  z,  nous 
aurons 

(prZ  =  0'^Oç,(pcZ       et       (pr(p'tZ=Ô\Ô^,Z, 

et    l'une  des   substitutions  (i)  serait   identique   à  une   des    substitu- 
tions (4),  ce  qui  ne  doit  pas  avoir  lieu. 

D'après  cela,  on  peut  encore  former  une  fonction  invariable  par  le 
système  des  substitutions  conjuguées  (A)  de  la  manière  suivante.  On 
formera  d'abord  la  fonction 
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qui  soit  invariable  par  le  système  de  substitutions  conjuguées  (i);  puis 
sur  cette  fonction  on  fera  toutesles  substitutions  (4);  enfin  on  prendra 
une  fonction  symétrique  X  des  fonctions  ainsi  obtenues. 

Il  est  évident  que  les  fonctions  (a)  sont  invariables  respectivement 
par  les  systèmes  suivants  de  substitutions  conjuguées  : 

(z,  z),  {z,6,z),  (z,Ôjz)....,  (z,e„_,  2); 

{f,z,(p,z),  {(p,z,(p,6,z)        {tp,z,cp,6iZ),...,       (9,z,  (p,6„_,z^; 

((Pr-l2?  ^T-l  Z),     (©r-l^,  <?r-.5,2),    {fr-,  Z,  (Dr-,  0  ^  z)  , .  . .  ,     {fr-,Z,(pr^,Ou_,z), 

et  si  on  désigne  en  général  par  «p'^z  la  fonction  inverse  de  (peZ,ces  sys- 
tèmes de  substitutions  peuvent  s'écrire 

(z,z),  {z,0,z),  (z,5,z),..-,  (z,5„_,z), 

{z,z),   {z,f,0,(p\z]         (z,  œ.SaÇ»',  z),...,         {z,(p,d„_,f\z), 

(s,z),  (z,(p^_,  5,©'^.,z),  (z,(p,_,9n(p',_.,z),...,  {z,(pr-,d„_,(p',.,,z). 

Méthode  pour  Jormer  des  fonctions  plusieurs  Jois  transitives . 

Soit  une  fonction  transitive  F  de  «  quantités  jr^,  x,,   x.,^ '«-f, 

qui,  considérée  comme  fonction  des  n~-  i  quantités  x,,  Xj,...,  .r„_|, 
est  invariable  par  le  système  des  substitutions  conjuguées 

et  qui  n'est  pas  changée  non  plus  par  les  «  —  i  substitutions 

qui  s'effectuent  sur  toutes  les  n  variables,  et  qui  jointes  à  (x^x^)  consti- 
tuent un  système  de  substitutions  conjuguées  qui  caractérise  une  fonc- 
tion transitive.  Nous  nous  proposons  de  former,  si  elle  existe,  une 
fonction  deux   fois  transitive  $  des  n+  i    variables   .to,   .i-,,  .t'a,..., 
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.ï„-n  -^o)  *1^'''  considérée  comme  fonction  des  n  premières  variables, 

soit  semblable  à  F. 

Considérée  comme  fonction  des  n  —  i  variables  a,,  x^,...,  .r„_,,  la 
fonction  $  n'est  pas  changée  par  les  substitutions  (i).  Si  donc  on  dé- 
signe dans  un  ordre  convenable  les  variables  .r, ,  x^,...,  .r„_i  par 
.i\,  jr'j,...,  .r'„.,,  par  la  raison  que  <I>  n'est  pas  changée  par  les  substi- 
tutions (i)  et  (2),  <I>  considérée  comme  fonction  des  variables  x'^,  x',, 
x'2,...,  XV,  n'est  pas  changée  par  les  substitutions 

(3)  «<),       (^-^fl,,),     (<'V)'---'     (■^'^■^«.-,0' 

(4)      (■<-^;,.)'  (•^>;.0'--'  (■'^■' <„-,')• 

Or  les  substitutions  (i)  et  les  substitutions  (3)  s'effectuent  sur  les 
mêmes  variables  x,,  ïj,  •-,  ■!:'„-(  ",  donc  elles  sont  identiques.  Quant 
aux  substitutions  (4),  elles  contiennent  les  n  variables  jl'^,  x,, 
Xj,...,  x„_,,  et  si  la  valeur  de  chaque  x'  était  connue,  une  quelconque 
des  substitutions  (4),  jointe  aux  substitutions  (i)  et  (2),  suffirait  pour 
que  l'on  pût  former  le  système  de  toutes  les  substitutions  conjuguées  qui 
laissent  $  invariable.  Or,  les  substitutions  (3)  étant  identiques  aux  sub- 
stitutions (1),  une  quelconque  des  substitutions  (3)  (x'^a  o_;\  est  iden- 
tique à  une  certaine  substitution  (1)  (x.XoÀ  qui  lui  est  semblable. 
Supposons  qu\'!i  identifiant  ces  deux  substitutions  ou  trouve  .r.  =  x^^; 
on  aura  les  substitutions  (4)  en  remplaçant  les  x'  par  leurs  valeurs. 

D'après  cela,  pour  obtenir  des  substitutions  qui  laissent  invariable 
la  fonction  0  et  qui  contiennent  x'„,  on  choisira  parmi  les  substitu- 
tions (i)  celle  qui  renferme  le  moins  de  cycles,  une  substitution  circu- 
laire, s'il  y  en  a  une.  Soit  lx!,Xf^\  cette  substitution;  on   identifiera 

celte  substitution  de  toutes  les  mauièies  possibles  avec  chacune  des 
substitutions  (3)  qui  lui  seront  semblables,  Restera  ensuite  à  recon- 
naître celles  de  ces  identifications  qui  sont  bonnes,  et  pour  cela  on 
ciierchcra  si,  parmi  les  substitutions  dérivées  des  substitutions  (i)^  (2) 
cl  I  4/)  '1  y  en  a  rpii  s'effectuent  sur  les  n  variables  x^,  x,,  x,,...,  x„_,, 
et  qui  ne  coiiicident  pas  avec  les  subsliliitions  (i)  et  (2);  dans  quel  cas 
ridenlificalion  est  à  rejeler.  Mais  si  ridcutificatiou  est  reconnue  bonne, 
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on  pourra  former  le  système  de  subslitiitioiis  conjuguées  qui  laisseiit  <l' 
invariable,  et  par  suite  former  «I». 

Si  dans  les  substitutions  (i)  toutes  les  variables  entrent  de  la  même 
manière,  ce  qui  aura  lieu  en  particulier  si  la  fonction  F  est  deux  fois 
transitive,  et  par  suite  la  fonction  0  trois  fois  transitive,  on  pourra 
poser  :jc\  =  .r,  ;ce  qui  facilitera  beaucoup  l'identification  de  la  substi- 
tution fx^Xg  ^\  avec  chacune  des  substitutions  (3)  qui  lui  sont  sem- 
blables; ainsi,  par  exemple,  si  f  x^  Xg  \  est  une  substitution  circulaire 

de  n  —  I  variables,  il  n'y  aura  qu'une  seule  manière  de  l'identifier 
avec  une  substitution  (3)  qui  lui  est  semblable,  au  lieu  qu'il  y  enaitw. 
Si  la  fonction  $  était  quatre  fois  transitive,  on  pourrait  non-seule- 
ment faire  a-',  =  .r,,  mais  on  pourrait  poser  jr'^  =:=  jr^ .  Si  la  fonction '!> 
était  cinq  fois  transitive,  on  poiu'rait  faire 

3c[  =  X,,     x'^  =  .r,,     .r'  =  Xj. 

Nous  allons  maintenant  nous  proposer  de  former  la  fonction  <î>. 
I.a  fonction 

est  invariable  par  le  système  de  substitutions  conjuguées  : 


(A) 


{^'z^zji   i^t^o^tp"  "^  \'^'^^^r-\')''  i'^^'^?,^)'  y^"^?,^,')^ 


Remarquons  ensuite  que,  puisque  l'on  ax'^  =^  x  ,  une  quelconque 
des  substitutions  (4)(-a^'^  J^'j,^,)  peut  s'écrire  (x^^x^^^^'^  ou  {^^,^y,^^x''), 
en  désignant  par  /^z  la  fonction  inverse  de  ^z,  ou  enfin  {x^x  ,A  en 

posant 

X?rX'2  =  ?',  Z- 

La  fonction  $  est  donc  évidemment  uivariable  par  les  rn^  subsfitu- 

Tome  VI  (2'  série).  —  Joillet  186] .  ■^^ 
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lions  suivantes  : 

(jC,  JC   ,  ],  (jCr  X    ,         „       V  • 


(•^^•^v„_,.„_,^,._,~-).J 


Toutes  ces  substitutions  sont  différentes;  car  si,  en  désignant  les 
tonctions  ç5z-  par  i}/z,  on  avait 

on  aurait,  en  désignant  par  o^  l'inverse  de  9^, 

et  en  changeant  .  en  i}*^  z,  inverse  de  i|(,z, 

égalité  impossible  puisque  ('x^a.'  ,    ,  A  permute  nécessairement  .r  ,  et 

que/.r^j:,  _,   ^\  ne  le  permute  pas. 

Ainsi  il  reste /7J  substitutions  à  ajouter  aux  substitutions  li'.jpour 
compléter  le  système  des  rn'n  ■+■  i)  substitutions  conjuguées  qui  lais- 
sent <I>  invariable.  Désignons  par  tx^Xy^^  une  quelconque  de  ces  /// 
substitutions,  ces  r//  sidjslitutions  seront 


(G) 


r(-^''-^';,.)'      (•^^•^■>9,.)vM      (•^•'•^;«_,r)'        "I 


car  elles  sont  distinctes  entre  elles  et  elles  sont  distinctes  des  siibslilu- 
tions  (B),  comme  on  le  voit  aisément. 
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Aucune  des  substilutions  (B)  ne  change  x'^  en  jCq  ;  donc  les  m  subs- 
titutions (C)  changent  x'^  en  Xq.  Supposons  que  (x^x^^j)  change  Xo 
en  J^-,  ;  représentons  l'inverse  de  ç),z  par -p.,  2;;  supposons  aussi  que 
l'on  ait  .x\  —  x,  et  alors  (x^^p'  r)  change  x'„  en  x,  et  (x,Xp_^j)  change 
X,  en  Xo;  donc  la  substitution 

/x,x       ,\ 

change  Xo'  en  Xq,  et  peut  être  prise  pour  la  substitution  (x^  X),,). 
Cela  posé,  formons  les  fonctions 


;d) 


r   y Xq ,         X i^ 


-{"-,)) 


I       p'^o'  v'^i'         '     p'z'"''  9)'(n— i;l' 


que  l'on  obtient  en  faisant  sur  la  première  les  substitutions  (4),  puis 
(x,Xj  ).  Prenons  une  fonction  0  symétrique  des  n-\-\  fonctions  (D), 
et  nous  allons  démontrer  que  la  fonction  0  est  invariable  par  les  sub- 
stitutions (B)  et  (C),  et  par  conséquent  n'est  autre  que  la  fonction  <&. 

En  effet,  soit  [x^  x  )  une  quelconque  des  substitutions  (B)  et  (C),  et 
démontrons  que  0  r.'est  pas  changée  par  cette  substitution . 

Considérons  u\k  quelconque  des  fonctions  (D) 

(K.)  ¥  (x  ,    .  X  ,    ,x,,...,x,,       ,\; 

V       '  \     9\,o^        9«>'        ?,^2'  /^(n  — 1)^' 

la  substitution  (xj  x    )  changera  cette  fonction  en  la  suivante 


(E) 


^(•^it/^o'    ^.Pf'^l^    "^V/a*'""'    ■^Vf'„(''-I))' 


La  substitution  Ix^x    ,   \  fait  nécessairement  partie  des  substitutions 
(B)  et  (C);  on  a  donc 

lj;ip'^Z.  =  Çpâ  ipe^i^       OU        (j/^'a^^^  ^Te^iZ- 
Sa.. 
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Dans  le  premier  de  ces  deux  cas,  la  fonction  (E)  peut  s'écrire 

^{■^?>c»«0'    ■^?^?e«4''"""'    '^f'^fM"-^))' 

or  la  fonction  F  (x^,  x, ,  .  .  .  ,  ^„_,  )  est  invariable  par  la  substitution 
(jTjX   ç  j)  ;  donc  la  fonction  (E)  peut  encore  s'écrire 

et  c'est  une  des  fonctions  (D).  Dans  le  deuxième  cas,  la  fonction  (  E) 
peut  s'écrire 

ou  encore 

Donc  la  substitution  [x;  x ,  ^)  change  la  fonction  (K)  en  une  autre 
fonction  (D).  Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  fonction  (K)  est  appli- 
cable à  une  quelconque  des  fonctions  (D),  y  compris  la  dernière. 

D'ailleurs  les  fonctions  (D)  étant  toutes  différentes  le  sont  encore 
après  que  l'on  a  fait  sur  elles  la  substitution  {x^Xp^)',  donc  cette  der- 
nière ne  fait  que  permuter  les  fonctions  (D). 

y4pplication.  —  Considérons  une  fonction  F  de  sept  quantités 
Xf,,  X, ,  .  .  .  ,  x^  qui  soit  invariable  par  les  seules  substitutions 
(x^Xa'c-r-b);  regardée  comme  fonction  des  six  variables  x, ,  Xj, . . . ,  ,«5 
seulement,  cette  fonction  n'est  invariable  que  par  les  substitutions 
{xtXa'c),  c'est-à-dire  par 

\^)  [Xi  X2X^  )(.XjXgX:jj     et     yXfXfX'^iyx^x^Xff]., 

et  les  substitutions  de  sept  variables  qui  ne  la  changent  |)as,  sont   les 
puissances  de  (Xc  Xs+i)  ou  de 

[Il  J  \  Xq  X I  XiX^  X\  .Tj  .l'j  j . 

Le  nombre  des  valeurs  de  cotte  fonction  transitive  est 

1.2.3.4.5.6  , 

_ _____  =  240. 
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Cela  posé,  cherchons  s'il  existe  une  fonction  deux  fois  transitive  des 
huit  quantités  jCq,  x,  ,...,  ^'^  x'^  ,  et  qui,  considérée  comme  fonction 
des  se|)t  premières,  soit  semblaljle  à  F. 

En  désignant  les  quantités  x, ,  .r2 ,  .  .  . ,  x^  dans  un  ordre  conve- 
nable par  x',  ,  .r'2 ,  .  .  . ,  x'g ,  cette  fonction  deux  fois  transitive  sera 
invariable  par  les  substitutions 

[e  )  (X,  Xj  .r^  )  (j''3  j^'g  jî'j  )     et     (x,  x^  Xgj^XgXg  x^  ), 

et  par  les  puissances  de  la  substitution 

yci  )  [Xq  X,  jî'jXgX^Xg  Xgj. 

Les  substitutions  (e)  sont  identiques  aux  substitutions  (e').  Faisons 

En  identifiant  la  première  des  substitutions  (e)  avec  la  première  des 
substitutions  (e'),  on  aura  les  deux  résultats  suivants  : 

2  lï   j  X  (  ,         tX  2 X  2 ,         ^  ^ X  ^  ,         .X  g '^•'-  5  î         "^  Q  ^-^  3  î         ^  b  ~~~  ^  6  • 

On  pourra  ensuite  identifier  la  première  des  substitutions  [e]  avec  la 
seconde  des  substitutions  [e')  d'une  des  trois  manières  suivantes  ; 

D'après  cela,  la  substitution  [d')  sera  l'une  des  cinq  suivantes  : 

(4j  ^Xq  X(  X^  Xq  X2  X5  X3  ), 

{3j  ^Xy  X'^  X4  X5  X'2  X3  X'q  j. 
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La  substitution  (3)  ne  peut  convenir;  en   effet  faisons  la   substitu- 
tion [d],  puis  la  substitution  (3),  opération  représentée  par  le  tableau 


JCo 

.r, 

X., 

J^-3 

X, 

■x-i 

JC-, 

X, 

.x^ 

■a-3 

X, 

■x; 

•^6 

■^'i 

X, 

^^0 

Xr. 

X, 

x' 

•^5 

X, 

et  nous  aurons  la  substitution  [Xq  .t,  x'^^  x,  x^)  qui  ne  peut  laisser  in- 
variable la  fonction  chercbée,  puisqu'elle  n'est  semblable  ni  aux  sub- 
stitutions (e),  ni  à  la  substitution  {d). 

La  quatrième  identification  ne  peut  convenir  non  plus;  en  effet 
faisons  la  substitution  (4),  puis  deux  fois  la  substitution  [d],  ce  qui  est 
indiqué  par  le  tableau 


x„ 

X, 

X, 

■^•5 

■T'o 

x^ 

x'^ 

J"g 

x. 

X^ 

Xo 

x„ 

X, 

■3^5 

X, 

et  nous  aurons  la  substitution  [XoX.,)  (x,  .r^xj  (Xjx',,),  qui  ne 
peut  laisser  invariable  la  fonction  cbercbée. 

Reste  donc  à  examiner  s'il  existe  des  fonctions  transitives  de  liuil 
(juantités  ayant  7^0  valeurs,  invariables  par  l'un  des  trois  systèmes  de 
substitutions  suivants 

I  ^.z",  Xj  x'^)  (X3  X((  X5  ),  (XoX|  X2  X3  Xi  X5  X'j  I,  (^x'çX'i  Xo  x'g  X4  j^'jXj  ); 
a  [X,  x'2  X ^  )  (X3  Xj  X5),  \Xq x f  Xj  X3  Xj  X5  x'g ),  ^x"pX,  Xj  X5  x^  X5X3  ); 

>      (X)  X2  X\)  \-^3  Xj  X5J,  \Xq  x,  X2  X^  X ^  Xj  X5  j,  ^Xj,X,  Xi  X5  Xo  .^"3X5  j. 

Si  sur  le  premier  système,  on  lait  la  substitution  (x,  Xj),  (XjXj), 
(X3  X4 },  il  devient 

(xoXjXj)  (x,x,Xo),  (xoX„X5X4.r3XjX,),  (x'„x„X5X,  X3  x,  Xj)  ; 

les  deux  dernières  de  ces  substitutions  sont  des  puissances  des  deux 
dernières  du  système  2";  doue  le  système  2°  ne  diffère  du  système  i" 
ruic  par  la  manière  de  désigner  les  variables. 
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Enfin  si  l'on  cherche  des  substitutions  dérivées  du  système  i"  ou  du 
système  3°,  on  ne  trouve  pas  de  substitutions  de  moins  de  huit  quan- 
tités qui  ne  soient  pas  de  la  forme  des  substitutions  (e)  et  [d).  Il  nous 
serait  très-facile  de  former  ici  ces  deux  fonctions  d'après  ce  qui  a  été 
dit  ci-dessus;  mais  conmie  nous  n'avons  donné  cette  application  que 
pour  mieux  faire  comprendre  notre  méthode,  nous  ne  nous  arrêterons 
pas  davantage  sur  ces  deux  fonctions  [*]. 

Actuellement,  conservant  les  notations  employées  ci-dessus,  suppo- 
sons qu'il  y  ait  une  fonction  $  au  mois  deux  fois  transitive  de  ?<  -i-  i 
variables  jr,,?  -^t»  JC^,-..,  3c„^,,  x'^  qui,  considérée  comme  fonction  des 
n  —  I  quantités  jr,,  .Tj,...,  j^„  ,  soit  invariable  par  le  système  de  sub- 
slitutions  conjuguées 

et  qui  ne  soit  pas  changée  non  plus  par  les  ii  —  i  substitutions 

(2)  (-^-^V.O'    ('"^'^V,-)'    (■^"-■^'n-')'---'    (■^'^•^?„_,-')' 

qui  s'effectuent  sur  les  n  variables,  et  au  moyen  desquelles  on  peut 
amener  une  quelconque  des  variables  à  la  place  d'une  autre.  Enfin  la 
fonction  <î>  est  invariable  par  les  substitutions 

(3)      «-^"'j,  (•^-'.■^v)'  (*■':= -^9,^)' ■•■'  {^'^^K-.^y 

(4)  (•^'^'■^p,-)'  (•^'^•^f,^' '  (■^■'^■^■y,,-,'-)' 

les  substitutions  (3)  étant  identiques  aux  substitutions  (i)  dans  un  cer- 
tain ordre.  Supposons  que  l'identification  des  substitutions  (3)  avec 
les  substitutions  (i)  oit  donné  x'_  =  Xy.^  nous  aurons 

/5,  z'  s  =  5,  z,     1^, x'  z  =  ?;  z,     x?r  5.  x'  z  ==  <p',  e.  z. 


[*J  Nous  reverrons  ces  deux  fonctions  dans  le  chapitre  III  à  propos  de  la  fonction 
de  huit  quantités  qui  a  trente  valeurs. 
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t^f  la  fonction  $  est  invariable  par  les  m  [n  +  \)  substitutions 


(B)  1  I  Ixtjc ,      \,     (x^.v  ,     fl,"!,...,      (x^x  ,        ^      \, 


^^^  r(-^-^._,.>)'  (-^-^-..'.v)'  (^-v,9',^^)'--'  (^^^._,.',«,_,0'   ] 

9_,  z  étant  la  fonction  inverse  de  (p,  z. 

Supposons  ensuite  qu'il  y  ait  une  seconde  identification  des  substi- 
tutions (3)  avec  les  substitutions  (i)  cpii  donne  une  fonction  semblable 
à  la  fonction  <l\  en  faisant  abstraction  de  la  manière  de  désigner  les 
variables.  Au  lieu  des  substitutions  (3)  et  (4),  nous  aurons  les  substi- 
tutions 

(3')       (■<•<)'    (-^^^v)»  (X-^v-jv,  (-^-v.O' 

('A')  Ix'.x"  ,"\,   Ix'x"    \, ,   Ix"  x"       \; 

les  substitutions  (3')  sont,  dans  un  certain  ordre,  les  substitutions  (i), 

et  on  a  x"^  =  x,,j;  posons 

/j.Sj  fji'  z  =  9„  z, 

Mr  !■>■'  z  =  9".  z, 
par  suite 

/xç^ô.fx'z  =  (f'lô„z, 

u.'  z  étant  la  Innction  inverse  de  fj.z.  Nous  aurons  donc  le  système  de 
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substitutions  conjuguées 


fc 


[ 

r(-^'"^v_,p",0'      (■^^•^ç_,?",9,^)'---'  ('^^■^?_,?';«r-,'-)'     1 


et,  d'après  l'hypothèse,  le  système  (B'),  (C)  ne  diffère  du  système  (B), 
(C)  que  par  la  manière  de  désigner  les  variables. 

Supposons  alors  que  l'on  ait,  r'  z  étant  l'inverse  de  iz, 

rO,  z'  z=  Qe^j     Tip^  t'  z  =  9/  z,     Tç'-  x'  z=  f"^  z  ; 

nous  aurons 

Tip'^jj^e.T'z  =  (p'^çyô^z; 

on  passera  donc  des  sidîstitulions  (B)  aux  substitutions  (B')  par  la 
substitution  [x.x-^];  par  suite  la  substitution  (x^  j:^5,_^y' t'«)  est  une 
des  substitutions  (C)  et  on  peut  poser 

T9_,  9',  t'z  =  (p_,  y"ô^z 
et 

Voyons  maintenant  s'il  pourra  exister  une  fonction  M  des  n  +  1 
quantitésxo,  x,,  x,,...,  .r„_,,  x\,  x\,  qui,  considérée  comme  fonction 
des  n  +  I  premières  de  ces  quantités,  soit  semblable  à  <I>  et  soit  inva- 
riable par  les  substitutions  (B)  et  (C)  et  aussi  par  les  substitutions  (B') 

Tome  VI  (î«  série).  —  JciLLET  18C1.  -^^ 
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et  (C);  de  sorte  que  cette  nouvelle  fonction  soit  transitive  une  fois  de 
plus  que  0. 

Si  la  fonction  M  existe,  les  substitutions 

r(jr«jr-j),  (jCsX^,.y  {^'^'k_,')-'  I 

I        (X,X     ,       ,         \,  (X.X     „       ,     r.         \  ■....,  (XsX    „       ,  n  ,\-,  I 

[(•^■-V;_,//)'    (•^'■^V"_,f;«,^)"--'    (•^^■'k-,.',,-,^-,^)'  J 

r(-^^-^pL,p';0'     (■^--•^?i,î'';v)'---'     (-^-V,.?,-,-)'      ] 
L(-^"-V_,/,/,0'  (■^^•^?'-,/;-/,v)--'  (■^'■^.'_,?>'„-,^.-,^)'J 


(B") 


(C") 


sont  conjuguées  entre  elles;  ce  sont  les  seules  qui  effectuées  sur  x,, 
a-j,...,  .r„_,,  o-'o,  x\,  laissent  invariable  la  fonction  M,  et  l'on  passe  des 
substitutions  (B),  (C)  aux  substitutions  (B"),  (C")  par  une  même  substi- 
tution. 

Après  cel;i,  nous  reconnaissons  que  cette  fonction  M  est  invariable 
|)ai'  les  ni  [n  -\-  i)  [n  +  2)  substitutions 

^*)  ("^^•^?;:  ?_,?;?,<',-)' 

^")  (•"•-*■/-,/;■/,., m)' 

Les  substitutions  (c)  et  (/isont  évidemment  différentes  entre  elles, 
et   elles  sont  évidemment   différentes  des  substitutions  (a),  [h),   (c)i 
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(r/),  puisque  seules  elles  changent  .r'J,  en  .r'^,.  Les  siibstiliitioiis  [c)  et 
[(i)  sont  évidemment  difTérentes  entre  elles,  et  elles  sont  différentes  des 
substitutions  [a]  et  (b),  puisqu'elles  changent  .r"„  en  Xg  et  qu'aucune 
des  substitutions  {a)  et  (b)  ne  change  Jc"^^  en  jc^.  Enfin  les  substitu- 
tions [a)  et  [b)  sont  évidemment  différentes.  Donc  les  substitutions 
(a),  {b),  (c),  [d),  (e),  (J)  étant  toutes  différentes,  sont  les  seules  qui 
laissent  invariables  la  fonction  M. 

Actuellement  je  dis  que,  pour  que  la  fonction  M  existe,  il  suffit  que 
l'on  puisse  passer  des  substitutions  (R),  (C)  aux  substitutions  (B"),  (C") 
par  une  même  substitution. 

Remarquons  d'abord  que  les  substitutions  (B)  et  (C)  peuvent  être 
représentées  par  les  deux  expressions 

elles  sont  pareillement  données  par  les  deux  expiessions 

Donc  on  a,  quels  que  soient  s  e{  t, 

'  (pi  0^.  z  =  (f^  f    5„  z  (fi,  (p^  S^z  =  ç'^.  (p,  5,,  z 

ou     ==  2/'_,  (p^  (ù\  5^.    Z,  ou     =  ©_,  Cp',  Çp(    0 ^,    Z. 

Pareillement  on  a 

(f  (p,Q^z  =  (f^  ç"  Q^,  z  (Di  (jj'l  6,,  z  =  (j)"^  ip,  6^  z 


(s) 


[h)       ,  „         „ 

ou     =  (ù'L,  f,  o]  5„  z,  ou    =:  (p_,  (j/^  (p^  6^  . 

Enfin  puisqu'on  admet  que  l'on  passe  des  substitutions  (B),  (C)  aux 
substitutions  (B"),(C"j  par  une  même  substitution, celles-ci  sont  conju- 
guées entre  elles,  et  on  a  encore 

l  y"  ç',  S^  z  =  (f^  (p'^  B^  z  yj  çp"  6^  z  =  ç>'j_  9,_  6,,^  z 

(  ou   =  i'-if'i'f't  ^v  ^^  ""^   —  ?'-<  yi?/'  ^^  '^■ 

'33.. 
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Observons  en6n  qu'on  a  les  égalités 

Soient  qs^''^  et  ç'"^^  deux  des  fonctions  ç,  <p',  f";  au  lieu  d'écrire  les 
égalités  (g),  (A),  (/),  nous  pouvons  dire  qu'une  fonction  composée 
seulement  des  œ  "%  (p^'^'  et  des  5  peut  s'écrire 

f^^\fKz    ou     y^^,(p(;)(pf  e,z. 

Ceci  établi,  nous  voyons  aisément  qu'en  intervertissant  l'ordre  des 
fonctions  f,  y',  y",  on  pourra  toujours  ramener  une  substitution  dé- 
rivée des  substitutions  (B),  (C),  (B'),  (C)  à  une  des  formes  [a),  {b),  (c), 
[d),  (e),  (f).  Donc  la  fonction  M  existe. 

Remarque.  —  S'il  arrive  que  la  substitution  (a-^  -^'x^)  "^  ^^^^  "l'"^  P*^*"' 
muter  les  substitutions  [3c^x^»i)^  on  passe  des  substitutions  (B),  i^C) 
aux  substitutions  (B"),  (C")  par  la  substitution  (x^x^^-j),  et  par  con- 
séquent la  fonction  M  existe.  En  effet,  on  a  dans  ce  cas 

x^?a  9^  ^y  ^'  x'  2  =  /ty;  t'  x'  /jy^j  5,^  t'  x'  2  =  /(p;  /  xy ,  5,  x'  ^  ■ 

Or  on  a  |)ar  hypothèse 
et  on  a  d'ailleurs 
donc 

Application.  —  Nous  avons  dit  précédemment  qu'il  y  a  une  fonc- 
tion deux  fois  transitive  de  huit  variables  qui  a  2/10  valeurs  et  qui  est 
invariable  jiar  les  substitutions 

\rH)  (■!"(  -ï'j  ■^'  \]  ('ïa  Xj  .ï'sjj  yXf^X^  X^  X3  X  ^  Xj  -^  0  j>  \'^  0'^  I  -^a'^  ()■■*  <••*  a-''  s  )i 

ou  par  les  substitutions 

i^tn  j  [jCfX^x^j  ^X| x'jXj  ),  ^j"o  j',  Xj  Xf  .x\  .x'j  .ï'gj  (•ï'i)  Xf  x^  x^  x^  ./'^  Xjjj 
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et  que  l'on   passe  des  substitulions  [m)  aux  substitutions  (w)  par  la 
substitution 

(  ^z^T.^  =  l-^.  ■^a)  {^2  x,){a:,  ji\  ). 

La  substitution  [-^^^.^'i  fst  ici  (jrjXj.rj),  etl'on  passe  des  substitutions 
[m)  aux  substitutions 

[m   j     [JCq  oc  ^  -^'a  J  \^'  i  ^2  "^4)'  V'^'o  '^*6  "^5  "^*  "^3  ^  ^  *^2)^  \  ^0  ^6  *^5'^2  *^3   '''  I  ^4J 

par  la  substitution 

[X^X^      )  =  [JC,  Xg  JTj  X5  X4  JTj  /. 

Donc  il  existe  une  fonction   trois  fois  transitive  de  9  quantités  qui  a 
240  valeurs,  invariable  par  les  substitutions  {m)  et  (m')  (*). 

Nous  donnerons  à  la  fin  du  chapitre  suivant  une  application  bien 
plus  remarquable  de  cette  théorie. 


CHAPITRE  IL 


FONCTIONS  DE  p"  QUANTITÉS  INVARIABLES  PAR  DES  SUBSTITUTIONS 
{■^s'^azP°'-hb)  ^'^  FONCTIONS  DE  /j"  +  I  QUANTITÉS  INVARIABLES  PAR  DES 
SUBSTITUTIONS     /X^  X^     «  -+-  B^ 


Soit  p  un  nombre  premier;  en  mettant  comme  indices  à  la  lettre  x 

les/?' quantités  qui  satisfont  à  la  congruence  z"'^  z  (mod.   p),  nous 
avons   étendu   dans  le  Journal  de  M.   Liouville  (1860,   p.   38),  aux 

(*)  Cette  fonction   est  donnée  par  ce  théorème  qui  se  trouve   dans  le  Chapitre  II  : 

Si/) est  un  nombre  premier,  il  y  a  une  fonction  trois  fois  transitive  de  /v"  +  i  variables 

.      I  .2.3    ..{p'  -?.) 
(|iu  a valeurs. 
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loiictioiis  de  p'  et  de  p'  -\-  \  quanfités  des  théorèmes  que  nous  avions 
il'abord  démontrés  pour  les  fonctions  de /j  et  de /;  +  i  variables;  nous 
allons  maintenant  donner  ici  pour  les  premières  fonctions  des  théo- 
rèmes qui  leur  sont  propres,  en  adoptant  les  mêmes  indices. 

Soit  T  un  diviseur  de  v,  et  u  un  diviseur  de^"  —  i,  il  y  a  une  fonc- 
tion transitive  de  p'  quantités  invariable  pour  toutes  les  substitutions 

(lo)  (z,     a-'z'""- -hb) 

i.2...(/>''  —  2)Xt  , 

et  qui  a — X  u  valeurs. 

Soit  ij^  une  fonction  invariable  par  la  substitution  (z,  :f  ),  on  for- 
mera une  fonction  invariable  par  toutes  les  substitutions  (lo)  an  moyen 
de  di,  comme  on  forme  une  fonction  invariable  par  les  substitutions 
(z,  ri''z-hh)  au  moyen  d'une  fonction  qui  est  changée  par  toute  substi- 
tution. 

Si  nous  supposons  w  —  i,  nous  aurons  une  fonction  deux  fois  tran- 
sitive de  p"  quantités  invariable  par  les  substitutions 

(il)  (z,  flz^'"'  -t-  è) 

1.2...' O'—  2)X-         1 

et  qui  a -^— valeurs. 

Soit  T  un  diviseur  de  v,  il  existe  une  fonction  trois  fois  transitive  de 
p'  -+-  I  quantités  qui  a  '"^'"^  ~  — '  valeurs,  et  qui  est  invariable 
par  toutes  les  substitutions 


Ce- 


Soit  F  une   fonction  deux   fois  transitive  invariable  par  toutes  les 

substitutions  (i  i);  on  construira  une  fonction  invariable  par  toutes  les 

substitutions  (12)  au  moyen  de  F,  de  la  même  manière  que  l'on  forme 

•   1  1  1  1  /       An-B^ 

une  fonction  invariable   jiar   toutes  les  substitutions  Iz, 

moyen  d'une  fonction  invariable  |)ar  les  substitutions  (z,  dz  4-  /'). 
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Soit  -  un  diviseur  de  v,  et  p  différent  de  2,  il  existe  une  fonction    A. 

deux  fois  transitive  de  p'  -\-  i  variables  quia  - — -^-^ ^xaivaleurs, 

et  qui  est  invariable  par  les  substitutions  (1  a)  pour  lesquelles  AD  —  BC 
est  lui  résidu  quadratique. 

Nous  formerons  la  fonction  A  au  moyen  de  la  fonction  X  invariable 

par  les  substitutions  (z,  a}  :û'^'^  +  h')  de  la  même  manière  que  l'on  peut 
former  la  fonction  invariable  par  les  substitutions  ( z,  „  ^i  peur  les- 
quelles AD  —  BC  est  résidu  quadratique  au  moyen  de  la  fonction  inva- 
riable par  les  substitutions  (z,  a}z+  b).  Ainsi  faisons  sur  X  toutes  les 

substitutions  (-?  h  nous  obtiendrons  ainsi  les  p'  —  i    fonctions 

\z    z  +  n)  '^ 


)..,  Xo,  .  .  . ,  X  ,       ;  faisons  encore  sur  X  la  substitution  \  z,  


ce    qui    donnera   X';    enfin    formons    une    fonction   symétrique    de 
X,  X,,  .  .  . ,  X  „  _,,  X',  et  nous  aurons  A. 

La  substitution  [z,  z''')  peut  changer  ou  laisser  invariable  la  fonction 
qui  a  deux  valeurs;  dans  le  premier  cas,  en  multipliant  A  par  la  fonc- 
tion qui  a  deux  valeurs,  on  obtient  inie  fonction  qui  a  un  nombre  de 
valeurs  double  ;  dans  le  second  cas,  on  obtient  une  autre  fonction 
semblable  à  A. 

Supposons  V  pair  et  p  différent  de  1,  et  soit  2t  un  diviseur  de  v;  il 
existe    une     fonction     deux    fois    transitive    de  p'    quantités    qui   a 

— — "  " X  2T  valeurs,  et  qui  est  invariable  par  toutes  les  substitu- 
tions renfermées  dans  les  deux  expressions 

(i3)  (z,  w'^z''"-''  +  m),     (z,  «"+'  2p(^«+'>  _^  „)^ 

',)  étant  une  rucine  primitive  de  z'''~'  ^1  (mod.  p). 

Pour  construire  cette  fonction  deux  fois  transitive,  nous  formerons 
luie  fonction  rp  invariable  par  les  substitutions 


(z,  u    z''      j,      {z,  >.,         d  )■ 
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nous  ferons  sur  cette  fonction   tontes  les   substitutions  (z,  z  -t-  w), 

nous  obtiendrons  les  fonctions  (f),ç),,  ç3o,  ...,y  „_,  et  nous  prendrons  une 

fonction  symétrique  W  de  ces  p"  fonctions. 

On  voit  encore  que,  u  étant  un  diviseur  impair  de  pi'  —  i ,  il  y  a  une 

,•  .    .  1  »  .     ,  .1.2...  fp"  —  2) 

ronction  transitive  de  p  quantités  qui  a ^^ X  ^z  X  u  va- 
leurs, et  qui  est  invariable  par  les  substitutions  (i3),  dans  lesquelles  w 
est  remplacé  par  w". 

Supposons  V  pair,  p  diffèrent  de  2,  et  2t  un  diviseur  de  v  ;  il  existe 
une    fonction    trois    fois    transitive    de    /j"  +  i     quantités,    qui    a 

X  2T  valeurs,  et  qui  est  invariable  par  les  substitutions 


(■4)  M, 


A; 


A,z"^'"^'^^ +B, 


AD  —  BC  étant  résidu  quadratique,  et  A,  D,  —  B,  C,  non  résidu. 

On  construit  cette  fonction  trois  fois  transitive  au  moyen  de  la  fonc- 
tion W  invariable  par  les  substitutions  (i3)  de  la  même  manière  que 

l'on   forme   la   fonction  invariable  par  les  substitutions  (z>p- f, 

pour  lesquelles  AB  —  BC  est  résidu  quadratique  au  moyen  de  la  fonc- 
tion invariable  par  les  substitutions  (z,  a^z  +  b). 

Remarque.  —  Ces  différents  théorèmes  donnent  des  fonctions  qui 
ont  le  même  nombre  de  valeurs,  sans  être  semblables.  Ainsi  dans  le  cas 

ou  -  est  pair,  il  y  a  deux  fonctions  trois  fois  transitives  et  une  fonc- 

j      2  .       .  {  «^  2  ]  X  2  T 

tion  deux  fois  transitive  de  p'  -h  1  quantités  qui  ont— — '— - 

valeurs    L'une  de  ces  fonctions  trois  fois  transitive  est  celle  qui  n'est 
pas  changée  par  les  substitutions  (i4);  l'autre  fonction  trois  fois  tran- 
sitive est  celle  qui  est  invariable  par  toutes  les  substitutions 


Cz"' 
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enfin   la  fonction  deux  fois  transitive  est   celle  qui  est  invariable  par 
toutes  les  substitutions 

Z,  

pour  lesquelles  AD  —  BC  est  résidu  quadratique. 
Etude  des  substitutions  (  z, 


Parmi  ces  substitutions  considérons  d'abord  la  substitution  (2,  z^) 
et  ses  puissances  (z,  z^"'). 

Les  racines  de  la  congruence  z''  ^z(mod.p)  sont  o,  1,2,  .  .  ■ , p  —  1  ; 
donc  la  substitution  (z,  z'')  laisse  immobiles  les  variables  Xg,x,,  Xj,  ..., 
^p—,  et  permute  les  p  — p  autres  variables. 

Si  V  est  un  nombre  premier,  la  substitution  (z,  z^'jest  une  substitution 

régulière  composée  de cycles  de  v  quantités.  Car  Xf_,  jc^  ,  x^  ., . . ., 

x^  ,_,  sont  des  variables  différentes.  La  substitution  (z,  z''' )  est  sem- 
blable à  (z,  z''). 

Si  V  est  un  nombre  composé,  les  racines  de  z^  ^z  qui  appar- 
tiennent à  z^'  ^z  sont  celles  de  la  congruence  z^'  ^  z,  x  étant  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  v  et  de  «;  par  conséquent  la  substitution 

(z,   tF)  s'effectue  alors  seulement  sur  p^  —  p"^  variables. 
Considérons  en  second  lieu  les  substitutions 

('*)  (z,  az^'"-) 

et  soit  T  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  v.  D'après  ce  qui  a 
été  dit  au  commencement  du  chapitre  I,  il  résulte  du  mode  même  de 
formation  des  fonctions  qui  sont  invariables  par  les  substitutions  (rt), 
que  les  substitutions  qui  ont  moins  de  p'  —  i  variables  sont  de   la 

Tome  VI  (2«  série). —  Août  18G1.  ^ 
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forme  (Az,  kz'"^)  ou  de  la  forme 

i*)  (z,   /^^-z"'"); 

ce  sont  donc  les  substitutions  [a)  pour  lesquelles  a  est  résidu  de  puis- 
sance {p~  —  t)'""';  par  conséquent  aussi  les  substitutions  [a]  pour 
lesquelles  a  n'est  pas  résidu  de  puissance  {p'  —  i)""'"*  s'effectuent  sur 
p'  —  I  quantités. 

Occupons-nous  ensuite  des  substitutions 

Reportons-nous  à  la  manière  de  former  une  fonction  invariable  par 
les  substitutions  (c)  au  moyen  d'une  fonction  invariable  par  les  sub- 
stitutions (a),  et  nous  reconnaissons  que  toutes  les  substitutions  (cl  qui 
ont  moins  dey^'  variables  sont  de  la  forme 

^^)  (z+  m,  azP''  +  /«)' 

et  sont  semblables  aux  substitutions  [a);  les  substitutions  (c^)  peuvent 
encore  s'écrire 

[z,  az'''  —  am'''^  -+-  m). 

D'après  cela,  jwurque  la  substitution  (c)  s'effectue  sur  moins  de  ;>•' 
quantités,  il  faut  ([ue  l'on  puisse  trouver  une  valeur  do  m  satisfaisant  à 
la  cont;rucucc 

—  aui''    -h  m^  b 


am''    —  m  4-  A^o; 

si  au  contraire  b  est  tel  qu'il  n'y  ait  aucun  diviseur  commun  au  pre- 
mier membre  de  cette  congruence  et  à  ;«'' ~' —  i ,  la  substitution  [c) 
s'effectue  sur/?"  variables. 
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Nous  avons  examiné  ces  différents  cas  particuliers  de  la  substitution 

I   ^  '        Aï''" 


parce  que  toutes  les  substitutions  [e]  qui  s'effectuent  sur  moins  de 
p'-\-  I  variables  sont  semblables  aux  substitutions  que  nous  venons  de 
considérer;  nous  allons  maintenant  passer  au  cas  général. 

Pour  étudier  les  substitutions  (e),  nous  allons  procéder  comme  nous 

l'avons  fait  pour  les  substitutions  (  z,  ^ — =-]•  [Journal  de  M.  Liou- 
ville,  année  1860.  ) 

w  étant  une  racine  primitive  de  z''  ~'  ^  i ,  soit 

une  fonction  qui  est  invariable  par  toutes  les  substitutions  (z,  az''  y 
faisons  sur  cette  fonction  toutes  les  substitutions  (z,  2  +  m)  et  for- 
mons une  fonction  symétrique  F  de  ces/;" fonctions:  sur  la  fonction  F 
faisons  la  substitution  (z,  -  U  nous  aurons  la  fonction  F';  enfin  sur  la 

fonction  F'  faisons  les  substitutions   (-?  rj)   ce  qui  donnera  les 

fonctions  F',  F',,...,  F'^  ;  soit  0  une  fonction  symétrique  des  p"  +  i 
fonctions  F,  F',  F',  ,...,  F"  ;  6  est  une  fonction  invariable  par  les 
substitutions  (e),  et  les  substitutions  qui  ne  changent  pas  ces  fonctions  F 
sont  les  substitutions  (e)  qui  s'effectuent  sur  moins  de  /?"  4-  i  quan- 
tités. 

La  fonction  F'^  contient  la  fonction 

I    \      r  /  ;-Hl  r-t-u  r-|-6j'  ^t  _^  I 

qui  est  invariable  par  les  substitutions 

34.. 
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puisque  la  fonction  {J\  est  invariable  par  les  substitutions  (z,  az''  ) 
donc  F'_,  est  aussi  invariable  par  les  substitutions  (g). 
On  met  facilement  les  substitutions  [s]  sons  cette  forme 


-t-  "  I  z       —  « 

[h) 


En  donnant  à  r  et  u  les  p'  valeurs  dont  ils  sont  susceptibles,  on  aura 
toutes  les  substitutions  qui  ont  moins  de  //  +  i  variables,  et  qui  ne 
changent  pas  les  fonctions  F',  F',,  F'^,...,  F'^_   ;   il   n'y    a   pas    lieu 

d'ajouter  aux  substitutions  ;^A)  les  substitutions  (z,  mz^^ -h  n)  *î'"  ''^'^' 
sent  F  invariable;  car  ces  dernières  substitutions  se  déduisent  de 
l'expression  [h)  en  y  faisant 


Les  substitutions  (^//)  ou  [g]  qui  s'effectuent  sur  moins  de/;'  —  i  va- 
riables sont  celles  pour  lesquelles  a  est  résidu  de  puissance  (//  —  i  Y^""" , 
T  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  v. 

Les  deux  variables .r„  et .ï',  sont  laissées  immobiles  par  les  substi- 
tutions '.h);  si  cette  substitution  s'effectue  sur  moins  de  p'  —  i  quan- 
tités, les  antres  quantités  qui  resteront  immobiles  seront  celles  dont  les 

indices  sont  racines  de  la  consrruence  z''  ~'  ^  — 

I^a  puissance  s'™'' de  la  substitution  (g)  ou  [h]  s'obtient  en  \  clian- 

géant  «  en  a  /*-'    et  z''    en  z^    ■ 

Les  substitutions  de/?' quantités  qui  laissent  F  invariable  sont  les 
substitutions  (z,  az'''' -h  «),  dans  lesquelles  «est  tel  i[ue  ain'"  —  m  -+-  it 
n'a  aucun  divisein-  commun  avec  mf  ~'  —  i  ;  «étant  pris  de  la  même  ma- 
nière, toutes  les  substitutions  de  p'  variables  qui  ne  changent  pas  V',, 
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sont  données  par  l'expression 


,F'  —  uP    -^' 


nous  avons  donc  toutes  les  substitutions  [e)  qui   s'effectuent  sur  p' 
quantités. 

On  voit  d'après  cela  que,  excepté  la  substitution  (z,  a:^  '  -\-  ti)  àt  p' 
variables,  toutes  les  substitutions  (e)  qui  s'effectuent  sur  moins  de 
p  -{-  I  quantités  sont  représentées  par  l'expression  (A),  ti  étant  alors 
quelconque. 

Si  la  substitution  (e)  s'effectue  sur  les  p' +  i  quantités,  elle  peut 
encore  être  représentée  par  l'expression  (A),  niais,à  la  condition  que 
rt,  «,  n  ne  soient  plus  de  la  forme  «0  +  o'-i '-!-■••+  et  ^^  T',  «„,  a,,  etc., 
étant  entiers  et  i  racine  d'une  congruence  irréductible  du  degré  v  ;  il 
faudra  d'ailleurs  que  l'on  ait 

,       ,  I  A  c"--^!         «« — "■''  B        a  „«        D 

[m]       -  +  ?/  =  -,     —u'^  ^   H ^7^5 m'^ss-, 

^  n  C  n  C        n  C 

A,  B,  C,  D  étant  de  la  forme  ao  +  a,  /+...+  a^_,  J"""'. 
Des  congruences  [m)  on  tire  les  deux  suivantes  : 

a''%- DC''  ~'  iH-a«''~'        AD  — BC  a 


et  en  les  joignant  à  la  jtremière  congruence  (m),  ou  en  tirera  tacilement 
ces  trois  autres  équations  qui  donnent  «,  n  eV  h  : 

AD-BC     p^^,       M"  -H  PCP"-'  ^^p"-   ,    . 
[q  ]  _ nP  ^ "     +1=0, 


,  AD  —  BC  I  A 

a^n^ — 7^^ — 5     M  = -• 

C  «       c 
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Donc  s'il  y  a  une  valeur  de  n  de  la  forme  a,,  -i-  a,  /  +...  -4-  a  i'~^  sa- 
tisfaisant à  (9),  les  valeurs  de  rt  et  de  u  sont  de  la  même  forme;  donc 
.lussi,  pour  que  la  substitution  [e)  s'effectue  sur  p'  -\-  i  quantités,  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  est  que  le  premier  mendîrede  la  con- 

gnience  [q]  n'ait  aucun  diviseur  commun  avec  «''  ~'  —  1 . 

D'après  cela,  supposons  que  >.  et  p.  soient  pris  de  telle  sorte  que  la 
congruence 

rf        —  lif   -+-  fx^o 

soit  irréductible,  c'est-à-dire  que  son  premier  membre  n'ait  aucun 
facteur  commun  avec  n''  ~'  —  i .  Posons 


A''    +DC' 


=  X, 


(AD  — BC) 


AD  —  BC 


nous  en  tuerons 


A> 


Ou  voit  d'après  cela  que  pour  chaque  système  de  valeurs  de  X  et  de  p., 

B     D 

c  c'  c' 


lous  aurons /j' systèmes  de  valeurs  pour —7  ->  —5   et  les  substitutions 


de^'-t-  1  variables  peuvent  s'écrire 

/      A 


Fonction  cinq  Jois  transitive  de  douze  quantités  ajant 
i.2.3.4.5.6.'7=  5o/jo  valeurs . 

V.n  nous  appuyant  siu-  ce  (jui  a  été  dit  dans  ce  clia|)itre  et  surtout  sur 
ce  qui  a  été  exposé  a   la  fin  du   cli;ipitro  I",  nous  |)ouvons  iacilement 
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démontrer  l'existence  (l'une  fonction  cinq  fois  transitive  de  douze 
quantités. 

Soit  w  une  racine  de  la  congruence  irréductible 

w^  +  2w+as;o  (mod.  3), 

et  considérons  la  fonction  deux  fois  transitive  des  neuf  quantités  Xo, 
a-,,  jr-2,  x^,  Xj_^^,  x^_^^,  x^^,  x,_^j^,  x^_^^^,  qui  est  invariable  par 
toutes  les  substitutions  comprises  dans  les  deux  expressions 

celles  de  ces  substitutions  qui  ne  s'effectueront  que  sur  x,,  x^,  x^, 

•^',-t-o,i  ■^'20'  '^'n-2tj'  '^24-w'  -^'îH-îw.  sont  les  suivantes  : 


H-2U         2  +  3C 


(x^x^.J  =  (x,  X2)  {JC^_^^Ji-^_^^J  (x^^x^._)  (x.  .  ,_  X, 


H-JW         2-HC 


et  leurs  inverses  ;  de  plus  toutes  les  substitutions  (/)  sont  des  dérivées 
de  celles-là  et  de 

(</)  (xo  X,  X,)  (x^  x,_^,^  x^^  J  (.ï-,„-^,+,,  ■^,  +  ,„)- 

Identifions  la  substitution 

\'l-|-6j'      2'     2+2W''\        W         I  +  2W         -JU         2-1-80/ 

avec 

(  x',  x'   ,       x'  x'       )  (  x'         x'     x'  ,       x'  )  : 

\         1  2-I-2M         2  1-f-w'V         2-h(y  ?«  I-I-2U         îiJ'' 

nous  pouvons  faire  x',  =  x,,  et  nous  avons  pour  les  quatre  identifi- 
cations : 

x',  =  X,,     .r^^j^  =  -^i+w,     -^2  =  •^'2'     ^r,^.„  =  -^ï-hsw' 
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avec 

2-l-IU  w'  2!»  I+2W'  I-t-2W  su'  w  2-t-tj' 

3°       •^'■  +  2.    =-^.'  <=-^.+  2.'        ■<-^.   =  '^'2.'  -3^2.    =    -^'2  +  «; 

Pour  chacune  de  ces  identifications  la  substitution 

(x;  jc\  x„)  «x;^^  <+JK.  •^■'.+2.  -^.+20.) 

devient  respectivement 

2°  (X'o  X,  Xj)  (x^„  x^^^^  x^^  J  (x^,  x,^^^  x,^  J, 

4"  (x;  X,  Xj)  (X^  X^^,^  X,^,  J  (x,„x,^^x,^^). 

En  cherchant  quelques  dérivées  de  la  substitution  '5"  et  des  substi- 
tutions (wi),  (n),  (9),  on  reconnaît  immédiatement  que  la  substitution 
3"  ne  saurait  donner  luio  fonction  trois  fois  transitive  de  dix  va- 
riables. 

Prenons  les  substitutions  (m),  (/i),  (^),  (<y)  avec  la  substitution  1°, 
nous  ainons  lui  système  que  nous  appellerons  A;  prenons  les  substi- 
tutions {m],  (n),  (/?),  (</),  avec  la  substitutions",  nous  aurons  un  sys- 
tème B;  enfin,  prenons  encore  {m),  [n],  [p),  (</)  avec  4"?  nous  aurons 
le  système  C. 

On  voit  facilement  que  pour  la  première  identification  on  a 
.r'^  =  X     —  X,,  et  par  suite  qu'il  existe  une  fonction  invariable  par 

le  système  A,  et  {ju'eile  est  invariable  par  toutes  les  substitutions  com- 
j)rises  dans  les  deux  (.-xpressions 


i 


\  C*-(-U/  \  C,r'-t-D,/ 
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AD  —  BC   étant  résidu    quadratique    et    A,  D,  —  B,  C,    iiou    résidu. 
On  reconnaît  ensuite  que  l'on  passe  du  système  A  au  système  R  par 
la  substitution 

^        1  -(-  ûJ        1  -f-  7.  w  '  V        a         2  w  /    ^       ■>  +  -3  t.J         3  -I-  w  '  ' 

on  passe  aussi  du  système  A  au  système  C  par  la  substitution 

Pour  la  première  identification  on  a  .r'   =  x     =  x.  et  la  substitu- 
tion  {x,jc  ^)  :=  /jc.x\  ne  change  pas  les  substitutions  2°  et  4"- 


Il  résulte  donc  de  la  théorie  exposée  à  la  fin  du  chapitre  I  et  en  par- 
ticulier de  la  dernière  remarque  que  nous  y  avons  faite,  que  l'on  passe 
par  une  même  substitution  du  système  dérivé  de 

(m),  (n),(p),  (7),  r°, 
non-seulement  au  système  dérivé  de 

(m),  (n),(p),(7),  2°, 
mais  encore  au  système  dérivé  de 

{m),{n),{p),{q),     3". 

■  Et  pareillement   on  passe  par  une  même  substitution  du  système  des 
•     substitutions  dérivées  de 

{m),{n),{p),{q)      .° 
au  système  des  substitutions  dérivées  de 

{m),{n),{p),{q),     4" 

et  au  système  des  substitutions  dérivées  de 

{tn),{n\{p),      i°et4°. 
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Nous  avons  donc  bien  une  fonction  cinq  fois  transitive  des  douze  va- 

1  laDIeS     X,  ,    JC.21    'X ^1     -^i-f-a'    "^2  60'    "^H-2w'    "^S  +  W*    ■•^2-t-5M'     "^O)  -^0'    '^O'     "^0  ' 

et  on  caractérise  cette  fonction  en  disant  qu'elle  est  invariable  par  les 
substitutions  (/)et  parles  substitutions 

{x'lx,x^)[x^x^^^,^x^_^^^){x^_^^x^^^^x^_^J. 

Enfin  j  énoncerai  encore  sur  cette  fonction  la  remarque  suivante  que 
je  ne  démontrerai  pas  :  Si  on  remplace  les  variables 

"^o>  ^0»  "^o)'  "^i-hu'  "^î-i-aa)»  ^n-2w'  "^21  •^^■)  "^05  ■^'j-j.j.î  "^a-^i  ^ it 

par 

■^O?  -^O   •^•ii   -^it   >^4>   •'^Sl  '^ei    "^71   -^8»   "^91   "^tO»    "^x; 

respectivement,  cette  fonction  de  douze  quantités  est  invariable   par 
toutes  les  substitutions 


AD  —  BC  étant  résidu  quadratique. 

Je  possède  une  fonction  cinq  fois  transitive  de  a4  quantités  tpà  a 

l.2.3.4--->8-iq  1  I  .1  ,    rr. 

^        =i  valeurs,  et  qui  est  due  a  des  cu'constunces  ditteirutes 

de  celles  qui  donnent  la  fonction  cinq  fois  transitive  de  douze  quanti- 
tés dont  nous  venons  de  parler  [*]. 


[*]  En  joignant  cette  fonction  cinq  fois  transitive  aux  fonctions  de  moins  de  trente - 
quatre  (jiiantités  qui  sont  données  par  nos  théorèmes  généraux,  on  voit  que  l'on  a  des 
fonctions  plusieurs  fois  transitives  de  n  quantités,  tant  que  n  est  <^  34;  ce  fait  tient  siiu- 
pleuicnt  à  ce  que  tous  les  nombres  <^  3.(,  excepté  2i  et  22,  sont  des  nombres  pre- 
miers, des  puissances  de  nombres  premiers,  ou  de  tels  nombres  augmentes  d'une  unité, 
«u  cnCn  des  puissances  de  2  diminuées  d'une  unité. 
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CHAPITRE  III. 

FONCTIONS     PLUSIEURS    FOIS     TRANSITIVES    DE     p'    VARIABLES     [p    NOAIBRE 

,                                                    I  .2.3.  .  .(/f''  ~l) 
PREMIER),    QUI    ONT- r ,  , r  VALEURS 

De  iajormation  de  ces  jonclions . 

Considérons  un  système  de  p'  variables,  et  comme  dans  le  chapitre 
précédent  désignons-les  par  la  lettre  jc  affectée  de  ^'indices  qui  soient 
les  racines  de  la  congruence 

(i)  tJ'  —  z^o     (mod.^); 

nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  fonctions  de  ces  p'  variables 
qm  ne  sont  pas  changées  par  toutes  les  substitutions 

(2)  (z,  Az''""' +Rr.^'"VCz.P''~'V.  ..  +  HZ4-L). 

Il  faut  immédiatement  remarquer  que  dans  l'expression  (2),  A,  B, 
C, . .  .,  L  ne  sont  pas  des  racines  de  la  congruence  (i)  prises  arbitraire- 
ment; pour  que  l'expression  (2)  représente  une  substitution,  il  faut  en 

effet  que  le  polynôme  Az''"  +  Bz''"  ^  + .  .  .  -f-  Hz  n'ait  aucun  fac- 
teur commun  avec  z^'  —  z,  afin  que,  z,  et  Zj  étant  deux  racines  de  la 
congruence  (i),  on  ne  puisse  avoir 

Az';""'  +  Bz';" ~'  -+-...  +  H  z,  =  Az^/"'  +  Bz^^'""  -^ . . .+  Hz^ 
ou 

A{z,  -zj""  -i-B{z,  -z.Y'"'^  +  ...+  H(z,  -z^l^o. 

Cela  posé,  on  a  identiquement 

h{zP'  -  z)  =  {//'~'  z"""'  +  h'^-'z"'"'^  ...+;/  z''  +  hz) 

y<(h'"'''z'''"+...+  hz+i)    {hP'~'z''''''  +...+  hz  +  i)-- 

x(hf''~'  zf~'  ^...-^hz  +  p-x)- 
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Soient  a''',  a''\  a''^,...,  a''''       les  racines  de  z^  ^z  dues  au  pre- 
mier facteur,  a^'' ,  a^'^, .  .  .,a-''''       les  racines  dues   au  second,   a   ', 

a  '^, .  .  .  ,a  ''''  celles  qui  sont  dues  au  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Pre- 
nons la  fonction 

.  ■  a. 

nous  pouvons  donner  à  A  dans  l'expression  (3)  p'  —  i  valeurs;  mais  si 
e  est  une  racine  de  z''~'^  i ,  /i  =  A,  et  h  :=  h,e  donnent  les  mêmes 

facteurs;  de  sorte  que  pour  décomposera'''  —  z  de  toutes  les  manières 
possibles  en  facteurs  comme  dans  l'identité  (3),  il  suffit  de  donner  à  h 

valeurs  ;   à  chaque  décomposition   de    z'''  —  z  correspond  une 

fonction  telle  que  (4);  prenons  une  fonction  symétrique  <î>  de  ces     - 

fonctions,  et  nous  aurons  une  fonction  qui  est  invariable  par  toutes  les 
substitutions  {■?.).  Il  est  clair  d'après  cela  que  l'on  obtiendra  la  fonction 
'V  en  faisant  sur  la  fonction  (4)  les  substitutions 


(z,  z),     (z,  coz),     (z,   '^^'zV-.,      \Z,'0P-^zJ, 

w  étant  une  racine  primitive  de  z''  ~'^i,  et  en  formant  une  fonction 
symétrique  des fonctions  ainsi  obtenues. 

Four  démontrer  que  la  fonction  <I>  est  invariable  par  foutes  les  sub- 
titutions  (2),  il  suffit  évidemment  de  prouver  qu'une  telle  substitution 
change  les  indices  qui  satisfont  à  l'une  des  congruenccs 


(5) 


h'"    '  /'    '  -h  h''"    ''/'    ■■'  +  ...  +  hP'J' -+-  hz  =  o, 

h'''~'  z'''"'  ■+■ ...  -h  hz+  i  ^^o,..., 

h'''  ~  '  z''"  '    -H  .  .  .  -h  //z  +  «  —   I  ES  o, 
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en  les  indices  qui  satisfont  à  l'une  de  celles-ci  : 

/  h"''~  '  zr'-'  +  h"'"^"  z'''"'  +  ...  +  kr-zP  +  h'z  =  o, 


1  h''''     '  z''"       +...+/«' s -h /j  —  I  5SO. 

Par  la  substitution  (2)   la  racine  z  d'une  des  congruences  (5)  sera 
hangée  en 

u  =  AzP''~'  +Bz'''~'  +  ...  +  Hz  +  L, 


et  de  cette  congruence  on  tirera 

(7)  z  =  auP'~'  +  bu'''^''  +  ...  +  /"''  +  'HU  +  n, 

en  désignant  par 

[z,  nz''"      -\- bz^'    "  +  ...-!-'««+«) 

la  substitution  inverse  de  la  substitution  (2).    Si  donc  nous  rempla- 
çons z  par  l'expression  (7)  dans  les   congruences  (5),   chacune   des 
congruences  qui  en  résulteront,  donnera  les  indices  en  lesquels  seront 
changés  les  indices  qui  satisfont  à  chaque  congruence  (5). 
Substituons  donc  l'expression  (7)  dans 

et  nous  aurons 

h''''~'{au''"~'  H-  bu'''~''  +  ...  +  lu"  +  mu  +  nj 
4-  hF       [au''       +  bu''        +  ...  +  mu-{-n) 

'   4-  h \au'''~  '  +  bu'''    ^  -h  ...+  lu''  -i-  mu-\-  n)  -\-  v^o. 

Posons 

hm  +  h'''~'  F'^' -h...-hhPaP=h', 
hP'-  '  «'"-'  +  h'"~^n'"'~"  +  ...  +  hn  =|3, 


'9) 
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^  étant  une  racine  de  z^^z^  et  la  congnieiice  précédente  devietulra 

h'f'~'  ir"  +  h"'''~"uP'''^  +  . ..  -f-  k'n  +  p  +  »>=  o, 

//   et  jS  étant  indépendants  de  v.  Donc  la  fonction  $  est  invariable  par 
toutes  les  substitutions  (2). 

La  fonction  4>  est  d'ailleurs  changée  par  toute  autre  substitution, 
ainsi  que  nous  allons  le  démontrer. 

Donnons-nous  une   substitution    quelconque  (z,  cpz)  et  prenons  la 
substitution  inverse 

Pour  que  la  substitution  (z,  (pz)  ne  change  pas  la  fonction  $,  il  faut 
qu'en  substituant 

(8)  z  =  /         II'""  +  f        u'"~^  +  ...+  f.u'+  ... 

dans  les  çougrueuces  (5),  on  ait  des  congruences  telles  que  (6),   et 
cela  quel  que  soit  h\  c'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante. 

Substituons  l'expression  (8)  dans 

hv'-'  zv'-'  +  ;/'-'  zP'-'  +  ...  +  A^  +  t,=  o 
et  nous  aurons  la  congruence  suivante 

+  /,"'-'  [/;17«^'"""^'"~' +...+.//'->■'-  V ...]  +  ... 
-+-  ''''""Ty  ''''~_\^''"-'^''"~''  + ... + .//'""^A""''  +  ...1  + ... 

-t-  h  \  f       n'''~'  +  /         f/'"" ^  + . . . -I-  /■  «' -4- . . .  I  +  t'  =  o. 

\    'p'-X  ■'p'-'i  I  J 
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Parmi  les  termes  de  cette  congruence,  il  y  a  les  v  suivants  : 

iVous  voyons  que  les  coefficients  de  ces  puissancesde  u  sont  tous  des 
puissances  du  premier.   Supposons  que  /  ne  soit   pas  une  puissance 
dep;  pour  que  la  congruence  (9)  ait  la  forme  des  congruences  (6) 
il  faut  que  les  coefficients  de  ces  puissances  de  u  soient  nuls  :  ce  qu'on 
exprimera  en  égalant  simplement  Je  premier  à  zéro  et  il  viendra  • 

(.0)  ir" jf''^H"-'f^-'+.  .-^it- j^'+...+h)^^_^^. 

remarquons  que  y„  y^,,,  jip-.^  Jip'-^  ne  figurent  pas  dans  les  autres 
coefficients  des  puissances  de  m;  mais  la  congruence  (10)  devant  avoir 
lieu  quel  que  soit  /?,  on  a 

y/=o,    fip=o,   J/p^^o,...,   y^pv-.Eso. 

Si  au  contraire  /  est  une  puissance  de  p,  les  coefficients  de  u'p'~\ 
?//''~^,  etc.,  ne  devront  pas  être  égalés  à  zéro  et  l'on  n'aura  plus  à  poser 
la  congruence  (10).  Donc  dans  l'expression  (8),  des  différents  coeffi- 
cients y  il  ne  reste  que  ceux  dont  les  indices  sont  des  puissances  de  u  : 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  peut  encore  former  d'une  autre  manière  élégante  une  fonction 
invariable  par  toutes  les  substitutions  (2). 
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Soient  o,  è,,  h„,...,  h  .^_, _    les  racines  de  la  congruence 

on  a  la  congruence  identique 

i  l{zr-z)sE^[lPzP-  Xz){lPzP-  lz-b,){lPzP  -Iz-  h,]... 
i  '  '  )   \ 

) (X^^P-Xz-^,,.,,,). 

Désignons  par  «,,«2,...,  «^  les  racines  delà  congruence X''z''—Xz^o, 
par  a, -\- m,  0.^  +  m,...,  Up  -h  m  les  racines  de  X''2^^Xz-l-  b,,  par 
c(,  -\-  m',  a^  +  m',...  «^  +  m'  les  racines  de  y zP^^1z  +  h.^,  et  ainsi 
de  suite.  Prenons  la  fonction 

'  +  ■X'x^-t-m'J^'x.  +  in'--  •  •+-  -^X-'ap  +  m'  +••■  ; 

on  ()eiil,  dans  la  congruence  identique  (11),  donner  p'  —  1  valeursà  X; 
mais  si  e  est  racine  de  zP~*  ^  i,  X^X,  et  X  =  X,e  donnent  la  même 

décomposition  en  facteurs;  il  y  a  donc^- de  ces  décompositions, 

et  a   chaciuie  de   ces   décompositions  correspond  une  fonction    telle 

nue  !  la).  Pour  obtenir  ces  ^ fonctions,  il  suffît  de  fiiire  sur  la  fonc- 

1  p—  1 

tion    ra  )  les  substitutions 

(z,   Zl,       (Z.    MZ),      (z,    W^Z),...,       \z,    lùP—^z), 

'»  étant  une  racine  primitive  de  z''  ~'^  i  ;  formons  une  fonction  symé- 
lri(|ue 'F  de  ces  fonctions  et  nous  aurons  une  fonction  invariable  par 
lf)utes  les  sid)slitutions  1  9.  . 

Remarquons  (rabf)rd  cpie  1  une  des  fondions  qui  composent  W  est 
la  fonction  fi9 /,  et  (pie  toutes  les  autres  sont  représentées  par 

•^',i«,'^aa,----^''"'p  "•"  •■'^a{oi,-t-m)^'a{!>,-^my-^'"{«p-*-'") 
-+■  ■^'/i(«,-^m')'^'<i(a.+  m')---'^''(«A' -*-'"')  "^  •'• 
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Faisons  la  substitution  (2);  les  indices  a,,  a,,...,  a.p  seront  chan- 
gés en 

i  Aaf~'  -h  Baf  "'  +...-f-  Ha,  +  L, 
('^^  I  AaC"  +  Ba<'~'  4-...  +  Ha,  +  L, 


et  puisque  chacune  de  ces  quantités  a  satisfait  à  X^'a''  — Xa=o  ou 
«P^-a,  les  quantités  (i3)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

Ra,  +  S,     Ra2  +  S,     RiZjH-S,..., 

et  les  indices  a,  +  m,  «2+  'w,  a,  +  /«,...,  seront  changés  en 

Ra, +  S  +  M,     Rao  +  S  +  M,     Ra-a -H  5  +  M,... 

D'où  il  suit  évidemment  que  les  fonctions  qui  composent  ¥  s'échan- 
gent entre  elles  par  la  substitution  (a). 

On  pourrait  encore  démontrer  que  la  fonction  ¥  est  changée  par 
toute  substitution    qui  n'est  pas  de  la  forme  (2). 

Comme  précédemment,  désignons  par  a'-',  a'-*,...,  a''''"  '  les  ra- 
cines dez''''^z  dues  au  premier  facteur  du  second  membre  de  (3), 
par  a*'',  a"-^,.--,  a*''''  '  les  racines  dues  au  second,  et  ainsi  de  suite. 
On  obtiendra  une  des  fonctions  qui  composent  $  en  formant  une 
fonction  symétrique  des  produits  des  variables  dont  les  indices  sont 
donnés  par  les  lignes  horizontales  de  ce  tableau 


i>p' 


a'-',     «'•%     a'-',...,      a 
1  /•/=■'       r/"^'-       r/^'^  a}-P'~' 


aP-',     aP'\    aP-\ 


Multiplions  les  indices  du  tableau  [a)  par  /«',  nous  aurons  cet  autre 
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771' c(''',     772'a'-^,     777a''',...,     m'(/^-P'    ', 


m'cff-',     m'a'''-,     m'a'''^,...,     m'a'"'''' 


On  obtiendra  encore  une  des  fonctions  qui  composent  $  en  prenant  la 
même  fonction  symétrique  des  produits  des  variables  dont  les  indices 
sont  donnés  par  les  lignes  horizontales  du  tableau  [a'). 

Remarquons  ensuite  qu'il  y  a  une  et  une  seule  racine  de  la  con- 
gruence  z''esss  +  h„  qui  appartient  à  la  congruence 

hP'^'  zP''~'  -Jt-hP'"'-  z<"~'  +...+  A2  +  a  =  o. 

Dap?'ès  cela,  si  dans  le  tableau  \a)  on  a  disposé  convenablement  les 
termes  dans  chaque  ligne  horizontale,  les  lignes  verticales  représente- 
ront les  racines  de  z/*  —  s  —  i^ss  o.  Alors  en  prenant  une  fonction  sy- 
métrique des  produits  des  variables  données  par  les  lignes  verticales  du 
tableau  irt),  on  aura  une  fonction  qui  compose  M';  on  aura  de  même 
les  antres  fonctions  qui  composent  W  en  agissant  semblablement  sur 
les  tableaux  tels  que  (a'). 

Nota.  —  Soient  ¥  et  W  deux  fonctions  invariables  par  les  substitu- 
tions fa)  et  soit  y  la  fonction  des  mêmes  variables  qui  a  deux  valeurs. 
Si  p  est  différent  de  a,  la  fonction  W  -\-  T'y  a  un  nombre  de  valeurs 
double  de  celui  de  W. 

Étude  des  substitutions  (z,  \;-,z'''      -+-  X^^^z'''    '+...  +  >, 2''+  In^) . 

Si  on  laisse  immobile  la  variable  jCo,  les  seules  substitutions  qui  lais- 
sent invariables  les  fonctions  que  nous  venons  de  considérer  sont 
données  par  l'expression 

(,4)  (z,    >..,_,Z''"'  +  >..._,  z''- "'-+-...  H- >.,Z''+  ),oz), 

cl  nous  rdions  étudier  ces  substitutions. 


PURES  ET  APPLIQUÉES,  aSi 

Désignons  par  «  une  racine  dune  congriience  inéduclible  du  de- 
gré v;  toutes  les  racines  de  la  congnience  z'^'^z  sont  données  par 
l'expression  Oq -h  a,  (jj -h  n.M'' -^  ..--f- ft,  —  ,'ji-'  —  ' ,  <7q,  «,...,  «,_,  étant 
des  entiers  réels  pris  par  rapport  au  niodide  p.  Désignons  ensuite  par 
Ua,  u,,  M,,...,  ii,-i  les  valeurs  en  lesquelles  les  indices  i,  w,  w^,..., 
w'-' sont  changés  par  la  substitution  (i4\  nous  aurons  les  con- 
grnences : 

/.,_,  +  >..,_2  +  X,_3,  +  . ..+  >.,  -i-lo~U„, 
!  «(■'-'^''•'~'>,._,+  o/-' -■)''""'/._, -H  r^^'-^'''~'x„_3  +  ...  +  M— Xo=«.-,, 

Au  moyen  de  ces  congruences,  on  pourra  tirer  les  valeurs  de  X, _,, 
),,_2,...,  ).(,,  et  il  s'agit  de  prendre  les  quantités  Uq,  u,,  u^,...,  ii,—i  de 
telle  façon  que  l'expression  (  i4)  soit  bien  une  substitution. 

Multiplions  les  congruences  (  1 5)  respectivement  par  les  entiers  «„, 
a,,...,  flv— I  et  ajoutons,  nous  aurons 

-t-  (ao-t-a,o)  +  ...  +a._,oj--')''       À,_2-)- 

-f-  («o  +  «,  0.1  +  . .  .  +  (2,_,  W-  ')''  >., 

5^  rt(,Mo  -I-  «,?/,  +...-!-  a^_^u_^. 

D'après  cela,  pour  que  l'expression  (i4)  représente  une  substitu- 
tion, il  faut  qu'en  donnant  aux  quantités  rt^,  rt,,...,  rt,_i  toutes  les 
valeurs  dont  elles  sont  susceptibles,  l'expression  a„j<o -f- «,  m,  +  ... 
-f-av-i«v-i  prenne/?'  valeurs  différentes;  à  cet  effet  nous  prendrons 
?/„,  «,,...,  M,_,  de  la  manière  suivante. 

Nous  prendrons  d'abord  poiu-  u^  une  quelconque  des  racines  de  la 
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congruence  z'''"'  ^  i .  Formons  la  con£;ruence 


OU 

nous  prendrons  pour  n,  une  quelconque  des  valeurs  qui  ne  satisfont 
pas  à  cette  congruence,  c'est-à-dire  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  C(„U(,. 
«0  étant  un  nombre  entier. 
Formrms  la  congruence 

(2/'_„^-'z)[^/'_„^^-'s_(„P_„/;-^^,)] 

X  [zP  -  u^-'  z  -  2{u';  -  u[~'  u,)]  ... 

X  [2''—  ^^i^~'z—  p  —  j  (zif  —  m^~'m,)]  ^e^o 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

z/"-t-Mz/'  +  N  =  o; 

nous  prendrons  pour  m.,  une  quelconque  des  p'  —  p^  quantités  qui  ne 
satisfont  pas  à  cette  dernière  congruence  ;  u^  sera  donc  assujetti  à  ne 
pas  être  de  la  forme  UoUq  -\-  ot.,u,,  a^  et  a,  étant  deux  entiers. 

Ayant  ainsi  fixé  les  valeurs  de  «0,  u,,.  .,  m.^_,,  l'expression 
HoUg-h  a,u,  -I-  ...  -1-  rt,_,«,_,  renferme  évidemment  p'  quantités  «lif- 
férentes  ;  car  aoU(,est  susceptible  de  p  valeurs:  u,  n'est  pas  de  la  forme 
cCgUo',  donc  rïyMo -t- <z,  M,  est  susceptible  de  p"^  valeurs,  et  ainsi  de 
suite. 

D';iiileurs  si  //„,  «,,...,  ;<,  — 1  J'OnI  pris  daiitre  sorte  et  c[ue  l'on  ait  p;ii 
exemple  m*  ^=  «o'^o  +  (Z*  "1  -)-•  -l-  «a-i  «a-i,  il  est  clair  que  l'on  n'a  |)lus 
/;'  valeurs  distinctes  pour  l'expression  Oo"o"+''^i"i  +••-!- "»-i '/>  ., 
et  par  conséquent  l'expression  (i4)  ne  représente  plus  une  substitu- 
tion. Donc//,,,  lit,...,  u,  —  ,  doivent  être  déterminés  coinn)e  nous  l'axons 
(ait. 

Nf)us  avons  vu  que  l'on  peul  donner^)'  —  1  valeiu's  à  Mq,  que  la  \a- 
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leur  (le  u^  étant  fixée,  on  peut  choisir  pour  ?<,  entre  pi'  —  p  valeurs, 
puis  pour  j/.j  on  peut  choisir  entre/?'  —  p'^  valeurs,  etc,  et  enfin  pour 
M,_,  on  peut  choisir  entre  p"  —  p~^  valeurs;  donc  le  nombre  des  sub- 
stitutions (i4)  est 

{p' - 1)  {p  -  p)  ip'  -p")-- ip  -  p'~')  ; 

donc  aussi  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonction  de  p'  quantités  inva- 
riable par  toutes  les  substitutions 

(z,  hzP'^'  +  BzP""^  +...  +  Hz  4-  L) 
est 

1.2.  3...(/^'' —  1 1 

[p'  —  P'~')  {p'  -p"'"')--  {p'  -  p)  [p"  —  '  ) 

Soient  coq,  u,,w2,...,  oj„_,,  v  quantités  obtenues  comme  u^,  u,,..., 
«,_,;  toutes  les  racines  de  z'^'^z  sont  renfermées  dans  la  formule 
flg Wp+ a,  w, +..  +a„— 1 03.,_,.  Si  donc,  au  lieu  de  poser  les  con- 
gruences  (i5),  on  pose  les  congruences 

ifo'n'     '  >.„_,  +  OJ^'       Xv-2  +    . .  +  «0  >.,  -f-  w„>.o  ï^  "o, 

on  en  tirera 

'  -H  {a,f'j)o  -+-  ■■■  -+-  a.,_,«„_i)^>o^^o«o  +  '^i")  -I-  ••■  +  rtv— iM.,_i, 

et  les  valeurs  de  Uq,  u,,...,u.j  —  ,  devront  encore  être  prises  connne 
nous  l'avons  fait  ci-dessus. 

Considérons  les  substitutions  (i/j)  qui   laissent  immobiles  les  p*  ^a- 
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iiables  dont  les  indices  sont  représentés  par  l'expression 

17)  fia  Mo  +  ^1  W  <  -+-■••-)-  «*-.  «A-  1  • 

Je  dis  que  la  fonction  qui  est  invariable  par  les  substitutions  (i  4)  est 
transitive  par  rapport  aux  p-  —  p*  variables  qui  ne  sont  pas  comprises 
'lans  la  forme  ^17). 

En  effet,  dans  les  cougruences  (^i6),  faisons  Uq^'j^o,  Ut'^  (a^,... 
aA_i^M*_,,  la  substitution  i4)  laissera  alors  immobiles  les />/i  varia- 
blés  (17),  puisque  la  congruence  ' b  <  deviendra 

;    4-  («7u«o -I-  a,  &J,  -1- ...-!-«.  — iW»—i)''  ).„_o+... 

Pour  que  lafonction  considérée  soit  transitive  par  rapport  auxp'  —  p" 
variables  autres  que  les  variables  (i 7  ),  il  suffit  que  l'on  puisse  changer 
une  de  ces  variables  en  une  quelconque  des  p'  —  p*  —  i  autres  ;  or 
on  changera  l'indice  déterminé 

u^Uq  -h  «1  "i  -+-  ••■  ^-  «*-4 "a-i  +  fik''>k-, 

dans  lequel  £1^  est  incongru  à  zéro,  en  l'indice 

en  satisfaisant  a  la  congruence 

(i8»    a„',)„-\-  ..■+■  a^_,  'j>^_^  +  ai,u^^^à^ij>o  +  u^',>,  -(-...-(-  rt'^_,  oj  _|  ; 

a,,  est  différent  de  zéro,  et  parmi  les  quantités  «^ ,  di__^^^...,  «'  _,  ,  il  y 
en  a  au  moins  une  qui  est  dilférente  de  zéro;  donc  la  valeur  de  Ui, 
donnée  par  la  congruence  (18)  est  convenable,  puisque  l'on  peut 
prendre  pour  u^  toute  expression  qui  n'est  pas  de  la  forme  (17).  On 
voit  donc  que  l'on  peut  changer  une  des  p-  —  p''  variables  qui  ne  sont 
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pas  de  la  forme  (  1  7)  en  une  quelconque  des  p^  —  p*  —  i  autres  de  ces 
variables;  donc  la  fonction  considérée  est  transitive  par  rapport  à  ces 
fr  —  p''  variables. 

D'après  cela,  soient  w^oj,,..., '»>,_,,  v  racines  de  lacongruence  z^'^z, 
telles  que  l'on  n'ait  pas  '/j^^  a^oj^  4- a, '/j, +...  +  «a-i  wa-^m  «o»  <^-i^-f 
«A-,  étant  des  entiers,  la  fonction  de  ^-^  variables  qui  n'est  pas  changée 
par  toutes  les  substitutions 


.  +  )., 


m], 


est  transitive  par  rapport  à  ses  ^^  variables,  puis  transitive  par  rapport 
ù\ix  p' —  I  variables  autres  que  Xg,  puis  transitive  par  rapport  aux 
p^  —  p  variables  dont  les  indices  ne  sont  pas  de  la  forme  a^oja,  puis 
transitive  par  rapport  aux  p'  —  p^  variables  dont  les  indices  ne  sont 
pas  de  la  forme  «of'Jo  +  «1  ''Ui  e'c.,  et  enfin  transitive  pai'  rapport  aux 
P'—  p'^'  variables  dont  les  indices  ne  sont  pas  de  la  forme 

La  fonction  invariable  par  toutes  les  substitutions  (19)  est  donc  en 
général  deux  fois  transitive  ;  dans  le  cas  de  f>  =  2 ,  cette  fonction  est  trois 
fois  transitive. 

Désignons  par  1)  le  déterminant  . 


Les  congruences  (16)  nous  donneront 


d.r 


et  par  conséquent  nous  aurons,  eu  posant 


"v-i  —  l' 
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^'t  p^r  suite 


dD    {"^^Y 


la  congruence 

^''^^    \  +  '^{hr'z'"-' +¥:-%"■'-' +..-^iuz)-^.. . 
\  +  '^{v:z'z'"-'  +...+  K_,z). 

Si  la  substitution  (i4)  ne  permute  aucune  desp*  variables 
on  voit  facilement  que  l'on  a 

,  X,_,2''''~"   +. ..+  >.,  Z/'  +  ÀoZ 

Kn  particulier,  si  on  fait  A-  =  v  —  1 ,  on  aura 

X„_,s''"~'+...+  >.,z''  +  >^oZ 
=  z  +  a(/(''""'z''"~'4-A''""%''''~'H-...4-Az)' 

et  par  conséquent  les  substitutions  qui  s  effectuent  sur  p^  —  p'~'  va- 
riables sont  données  par  l'expression 

[z,  z-ha  (//'"'  z''""'  +  kf'~\P'~^  +  ...+  fiz)] 
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Si  on  élève  D  à  la  puissance  p'™^,  il  est  aisé  fie  voir  que  D  reste  le 
nième  ou  change  de  signe  seulement;  on  a  donc  D''  it  D  ss^o  fmod. /?); 
ainsi  dans  le  cas  de  /j  =  2,  on  a  D  eefï  i  (mod.  2). 

J pplication  à  la  fonction  deux  Jois  transitwe  de  neuj  quantités  qui  a 
840  valeurs. 


Proposons- nous  de  déterminer  la  fonction  deux  fois  transitive  de 
neuf  quantités  qui  a  '"  '  '^'  '^  ''^'  =  8/jO  valeurs,  et  qui  est  inva- 
riable  par  toutes  les  substitutions 

[a)  (z,  X,  z'  +  >.oZ  +  m). 

Désignons  par  oj  une  racine  de  la  congruence  irréductible 

oj°  -I-  2  co  +  2  ^o     (mod.  3), 
nous  aurons 

3^'  —  2  ESE  (z'  -+•  z)  (z'  +  Z  4-  l)  (Z^  +  Z  +  2), 

et  les  racines  de  z''  —  z  ^  o  dues  à  ces  trois  facteurs  sont 

1°     o,  1  +  w,  2  +  2  «;      2°      I,  2  +  oj,  2  'ju;      3"     2,  w,  i  +  2  oj. 

Nous  aurons  donc  la  fonction  cherchée  en  formant  une  fonction  symé- 
trique de  ces  quatre  fonctions  : 

•^0    "^i-f-^  2-K2C.i    "•"  <  2H-W  2W  -         W  I-i-2w' 

■^0  "^2  '^<   "*"  •^H-w  ■^6a'^2-t-u   "*"  "^2-(-'iM'^l-)-2w'-'^3w' 

■^O  -^2^  -^a    "*"   ■^H-2w'^I-|-M    "*•'     "*"    ■^2-1-0)  '^2  -^î-i-îjj  • 

Nous  déterminerons  X,  et  ).„  par  les  congruences 

X,   -+-  Xo^ïSM 

J    (mod.  3), 

n    I 

37 


(mod.  3), 

À,  -H  W/(,^M,,   1 


Tome  VI  ('i' série).  —  Août  1861. 
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et  les  substitutions  (a)  sont  données  par  l'expression 

[z,  (oj'Wn  -I-  «*«,)  z'  +  {wiio  -+-  0^'^  u,)  z  -{-  m], 

Ug  étant  un   nombre   quelconque  différent   de  zéro,   et  u,   étant  un 
nombre  quelconque  autre  que  o,  Wq,  i  u^. 

application  à  la  /onction  trois  Jois  tratisitive  de  huit  quantités  qui  a 
3o  valeurs. 

Formons  ensuite  la  fonction  trois  fois  transitive  de  huit  quantités,  qui 

1.2.3.4-5.67  o         1  •  -Il  ^      ^ 

a  T— ,  ,  ,    — r-TT — ^,7  =  JO  valeurs,  et  qui  est  uivanable  par  toutes 

(2'  —  l)  (2^  —  2)  (2-'  —  2')  •  ^  ' 

les  substitutions 

{b)  (z,  XjZ*  + X.s" +  XoZ  +  w). 

Soit  w  une  racine  de  la  congruence  irréductible 

w'  4-  «  -f-  I  sso     (mod.  2), 
co  est  racine  primitive  de  z'  ^  i.  On  a  la  congruence 

Z="  —  z  ^  (z*  +  z'  +  z)  (z'   -t-  Z=  +  2  +  l), 

et  les  racines  de  z*'  —  s^o  dues  à  ces  deux  facteurs  sont 

o,      w,     w^,      u  -+■  w*, 
et 

I  ,         1    +  W,  I    -f-  (0^,         I  +  W    -+-   M'  . 

On  a  d'autre  |)arl 

z"'  —  Z^(Z*  -(-z)  (z*  +  z  -<-  w)  (z*  -t-  z  -h  fx)'^)  (z'  +  z  -t-  w  -t-  w*  1, 
et  les  racines  dues  à  ces  facteurs  sont 
1"  0,1;        2°  o),i-H'«;        3°  '.)',]-(- oj';       -V   '<)-H&>",  i-l-fj>  +  w'. 
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D'après  cela,  faisons  sur  la  fonction 

la  substitution  (z,  ojz)  ou 

et  ses  puissances,  nous  aurons  les  sept  fonctions  : 

/   Xq  JC^  "^ta'  "^cj-i-ej'  "T"  -^  I   "^  I _^_  jj  •^ I _(_ (,/^        1  + w -+- w' ' 
l    'X  Q  OC  ^        ù>        I  H-  &j 


29! 


-     ïX'  Ji'         JC  a    t^' 


et  toute  fonction  symétrique  de  ces  fonctions  est  invariable  par  les 
substitutions  [b). 

En  second  lieu  considérons  la  fonction 


et  faisons  sur  cette  fonction  la  substitution  circulaire  (z,  wz)  et  ses 
puissances,  nous  aurons  les  sept  fonctions  suivantes  : 

«X  n  3L  I    ~x~  X     UL  ~T~   »*^ ,  1  1^  ,   ,    ,  j   ~T**   *X  ■  OC .    ,  • . 

M  *  CJ  I  -\-  W  6)  I  -f-W  &>-i- W  I  H-  W  -(-  Cii    ' 

"  w  — l-  U  1  -T-  M>  ~1~  w  l  -T~  W  1  — f-  W  W  60      ' 

■^'^n  «^w    ,  i       •"   *^  .    .    ,  a  '-*',.    ~T~    «X  I   «X  s   — |—   JC'    ,  OC  , 

OC  e\   OC  3     "T"    "^1     OL      -i    ~l~    lA         t*.  ,_,,,_,,,j    ~l        «^  ,_i_  .     *^  .      1    ,  '  ? 

w        l-t-w  (">  ^        H-on-w  H-w        w-Hw' 

37.. 
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formons  une  fonction  symétrique  de  ces  fonctions,  et  nous  aurons  en- 
core une  fonction  invariable  par  toutes  les  substitutions  {h). 

Actuellement  déterminons  dans  l'expression  {b)  les  coefficients  À.,, 
X,,  X(,;  pour  cela  nous  poserons  les  congruences 

I2  +  X,  +  10'==  "0»  j 
oo*).2  +  oj^X,  ■+-  wXoS^«),  I     (mod.  2). 
oj  Xj  +  '<)*  X,  +  '0*  Xq  ^ïï  «2?  1 

et  nous  en  tirerons 

X,  ^«0  +  (w  +  (.j^)m,  +  'j)^u.2,  \     (mod.  a). 

Xo  S^  «0  +    "*"l     -+"    '^  "ï7  ' 

Par  conséquent  les  substitutions  [b)  sont  données  par  l'expression 

[z,  («0  -l-  '•iU,  -+-  OJ^Mj)  2*   +  (,"o  +  "^""1    "•"    '^>''h)  2^ 
+  («0+  w*«,  +  WMa)  z ■  +  w], 

«o,  M,,  U2  étant  trois  quantités  différentes  entre  elles  et  différentes  de 
zéro  et  Uj  étant  de  plus  assujetti  à  n'être  pas  ss  Mq  +  m,  . 

Il  y  a  deux  fonctions  deux  fois  transitives  distinctes  de  huit  quantités 
qui  ont  240  valeurs,  et  il  est  remarquable  que  la  fonction  de  huit  quan- 
tités qui  a  3o  valeurs  est  invariable  par  les  substitutions  qui  ne  changent 
pas  ces  deux  fonctions. 

L'une  de  ces  fo.ictions  deux  fois  transitives  est  invariable  par   les 

substitutions  (2,  az^'-l- è),  a  étant  quelconque,  et  ces  substitutions 
font  évidennnent  partie  des  substitutions  (c). 

La  seconde  de  ces  (onctions  est  invariable  par  les  snl)slitulic)ns 


z, 


Cz-h^D 


)     (mod.  7), 


AD  —  BC  étant  résidu  ipiadratique  et  les  huit  variables  étant  désignées 
par  Xo,  x,,x..,  Xj,  JCj^,  jCr,,  Xf,  Jfy, .  Dapres  un  théorfinc   facile  a  dé- 
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montrer,  toutes  ces  substitutions  sont  des  dérivées  des  deux  substitu- 
tions 

(e)  (z,  z+i), 

(/)  (^ttt)- 

Remplaçons  donc  les  variables 

Xq,  JC),X2,   -X^,  JC\.,  x^,  x^,  .x.^ 

respectivement  par 

Xf,  X^,  X^,,  X^,,  X^.,  X^5,  X^,,  Xo, 

',>  étant  une  racine  dez'  =  i,  de  sorte  que  nous  reprenons  nos  nota- 
tions précédentes  pour  représenter  les  huit  quantités. 
La  substitution  (z,  z  +  i)  est  remplacée  par 

(w^,  u^"^')     ou     (z,  uzh 

la  substitution  (/ )  devient  par  le  même  changement  de  notation,  en 
prenant  les  exposants  suivant  le  module  7, 

[Xo  X^  XJ  XJ  XJ  XJ  xj) 


[g)  [z,  f  w  +  oj"  )  z'  -+-  h^  +  «*)  s*  +  (w*  +  I  )  z  +  w  ]  ; 

donc  elle  fait  partie  des  substitutions  [c)  et  l'on  voit  que  la  fonction 
qui  a  3o  valeurs  est  invariable  par  toutes  les  substitutions  qui  ne  chan- 
gent pas  la  fonction  deux  fois  transitive  considérée. 

Quand  on  a  eu  le  soin  d'écrire  la  substitution  (g)  tout  à  fau  comme 
nous  venons  de  le  faire,  les  puissances  2%  3% .  . . ,  6«  s'obtiennent  en 
remplaçant  oj  respectivement  par  oi'  =  '.)*,  '»'  =  w%  w  =  co^  w  =  u% 
rj  =  oj":   de  sorte  que  les  puissances  de  cette  substitution  sont  ren- 
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fermées  dans  l'expression 

[z,  {a  +a')2.^  -f-  {a^  +  a')z''  -+-  {a'  -h  i)  z -h  a] 
a  étant  quelconque,  excepté  zéro. 

Etude  des  substitutions  [z,  z  -h  a  [h'''    ^  tF'    '  -4-  V     z'''      + . . .  -i-  hz)\ 

D  apresceque  nous  avons  reconnu  ci-dessus,  toutes  les  substitutions 
de  la  forme  (z,X._,  z^'  '  +  ...  -^\z\  qui  s'effectuent  sur  p'  —  p'~' 
quantités,  sont  renfermées  dans  l'expression 

(rt)  [z,  z  +  fl(A''''~'z''''~'  +  AP"^'z''"'~'  +  ...  +  Az)]. 

(3r  on  peut,  au  moyen  de  ces  seules  substitutions,  déterminer  le 
nonibre  des  valeurs  de  la  fonction  de  p'  —  i  quantités  qui  est  invaria- 
ble pour  tontes  les  subtitutions 

(6)  (z,  \_y~'  +\_j^~^' ^---^^z) 

et  par  conséquent  toutes  les  substitutions  (è)  sont  des  dérivées  des  sub- 
stitutions (rt);  c'est  ce  que  nous  allons  expliquer.  Mais,  avant  tout,  di- 
sons comment  les  substitutions  [a]  se  décomposent  en  cycles. 
Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  on  a 

h^zf"  -  z)  =  {h'"~'  zP''~'  +...-+-  ffzF  +  hz) 
^{h'"~'z'"~'  -^-...  +  hz+i) 
x(ff''~'  zP'"  +  ...-hkz-^-  a)... 
x{hP'~'  z'""  +  ...-hkz  +  p-i), 

ei  par  suite  toute  racine  de  zf'^  z  satisfait  à  la  congruence 

hi""  z>''"  +  ;/'"'  z/"""  +...+  hz=m      [mod.p), 
m  «'tant  un  nombre  entier  convenablement  choisi. 
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La  sul)Stitutiori  («)  laisse  immobiles  lesp""'   quantités  dont  les  in- 
dices satisfont  à 

Posons 

et  l'on  trouve  facilement  que  la  puissance  A'""'  de  la  substitution  [a) 
est 


i,{a) 


4.Z. 


Si  <]i  {aj  est  ^  o,  la  puissance  k"""'  de  la  substitution  («)  se  réduit  a 
(z-,2  -h  kfl^  z),  et  l'on  voit  par  là  que  {a)  est  une  substitution  régulière 
de^'  — p'~'  quantités  composée  de />""  '  — yv""^  cycles  de /?  quantités. 

Supposons ij;  (a)^/n,  m  étant  un  nombre  entier  qui  n'est  pas  nul, 
et  soit  £  le  plus  petit  nombre  pour  lequel  on  a 

cette  congruence  pourra  toujours  être  satisfaite  si  ij'(rt)  n'est  pas 
=  —  I,  et  on  en  conclut  que  l'expression  [a]  n'est  pas  une  substitution 
dans  le  cas  où  tj;  [n)  est^/3  —  i ,  et  que  si  on  a  ^  {^)^  "^i  'w  étant 
différent  de  zéro  et  de  ^  —  i,  l'expression  {a)  représente  une  substitu- 
tion régulière  de  ;;'  —  p"'  variables  composée  de^^ — —  cycles  de  £ 

variables. 

Actuellement  soient  p''  variables  dont  les  iijdices  satisfont  à  la  con- 
gruence 

et  soient  x  et  .r  deux  quelconques  des  p'  —  p  variables  dont  les 
uidices  ne  satisfont  pas  à  (c),  et  parmi  les  substitutions  (^a)  ne  considé- 
rons que  celles  qui  s'effectuent  sur  ces  p'  —  p  variables;  nous  allons 
faire  voir  qu'au  moyen  de  ces  substitutions,  on  peut  toujours  changer 
■r,  en  .r  . 
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Toutes  les  racines  de  (c)  sont  racines  de  z^  ^z,  et  par  suite  si  on 

ajoute  aux  racines  de  la  congruence  (c)  une  racine  d  de  ^  ^  z,  qui 
n  appartienne  pas  à  (c),  la  congruence  qui  en  résulte  est 

(g)  Ç(2)-Ç(^)  =  o, 

et  son  piemier  membre  est  un  diviseur  de  z^  —  z ;  de  même  si  e  est  une 
racine  de  ^' ^  ;  qui  n'appartient  ni  à  (r),  ni  à  (g), 

ç(z)-Ç(^) 

est  un  diviseur  de  2^'  —  z.  Comme  on   peut  former  ainsi  successive- 
ment des  diviseiu's  de  tF'  —  z,  on  voit  que  l'on  peut  poser 

s'"-z^Ç(z).[Ç(z)  +  ^i'][Ç(z^+^«"]...[ç(z)+m('""'-')]. 

Alors  il  arrivera  de  deux  choses  l'une  :  z,  et  a  satisferont  à  deux 
congruences  différentes 

(Al  Ç(z)  +  /n'sso,     Ç(z)  +  /n"^o, 

ou  bien  z,  et  a  satisferont  à  une  seule  de  ces  deux  congruences. 

Supposons  d'abord  que  z,  et  a  satisfassent  tous  deux  à  la  première 
congruence  (A).  Formons  les  deux  congruences 

(a)  C(z)=o» 

(^)[Ç(z)+m'][Ç{z)  +  ^'«']  fÇ(z)+3/«']...[Ç(s)  +  ^p-  i)m']^o. 

Soit  ('3,  iMie  racine  de  tF  — z^^o,  qui  n  appartient  ni  à  (a),  ni  à 
(^  j,  et  formons  une  congruence  qui  ait  pour  racines  les  racines  de  (a) 
augmentées  successivement  de  o,  (3,,  2 /3,,  ...,(/>  —  i)|S,  ;  nous  récri- 
ions : 

(«')    Ç(z)[Ç(z)-i-/-]  [Ç(z)-+-3r]...[Ç(z)  +  (^-  Or]  =  ez  =  o. 

Formons  de  nicrnc  une  roiigrncnco  (|ui  ait   poiu-  lacines  les  racines 
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de  (^)  augmentées  successivement  de  o, /3,,  i(i,,  ...{p  —  i)jS,  ;  elle 
sera 

C/3')  [e{z)  +  s][e(z)+  2s][9iz)+3s]  ..[9[z)+ip-  i)s]=o. 

Soit  ^2  une  racine  de  z'''^z  qui  n'appartient  ni  à  (a'),  ni  à(/3'), 
nous  formerons  de  même  une  congruence  (a")  qui  ait  pour  racines  les 
racines  de  (a')  augmentées  successivement  de  o,  ^,,  2(^0,  ...,{p  —  j)^r,, 

( a" )  zP' ^'  +  9^.^_  /^  '  _t_  (/,  2^'  + . . .  -f-  9o  z=  X  (z)  =  o, 

et  nous  formerons  une  congruence  (/3")  qui  ait  les  racines  de(/3')  aug- 
mentées de  ces  mêmes  quantités  : 

in      [i(z)+t][i(z)-^^t]...mz)+{p-  ,)t]^o. 

Et  en  continuant  d'agir  ainsi,  on  finira  par  former  les  deux  con- 
gruences 

(A)  r"  z'"-'  +  h''-\p'-'  +  ...+  Az  ^  o, 

(B)  X    (/ï''"~'2''""'   +...+  hz-h^)... 

\  X   (A''""'  z''""'  -i-...-\-  hz  +  p  —  i)  EEso, 

qui  seront  telles  que  les  indices  des  p  variables  qui  satisfont  à  la  con- 
gruence (c)  satisferont  à  (A)  et  que  z,  et  a  satisferont  à  (B). 

Supposons  ensuite  que  z,  et  a  satisfassent  respectivement  à  la  pre- 
mière et  à  la  seconde  congruence  (h).  Dans  le  cas  où  m"  est  ^  rm',  r 
étant  un  entier,  nous  voyons  que  les  deux  congruences  {h)  sont  ren- 
fermées danslacongruence  (|3),  et  par  conséquent  la  méthode  que  nous 
venons  d'exposer  nous  conduira  encore  aux  deux  congruences  (A)  et 
(B)  qui  jouiront  des  mêmes  propriétés. 

Supposons  donc  que  l'on  n'ait  pas  m"^  rm';  formons  la  congruence: 

.  i        Ç(z)[Ç(z)+m"-m'][Ç(z)-i-2(/«"-/«')]..- 

^"'^    ■  i  x[i;(z)  +  {p-i){m"-m')]^d,iz)^o, 

Tome  VI  (i«  série).  —  AOUT  186 1.  JO 


2g8  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

e\  ensuite  prenons  la  congriience 


P.) 


n[^{z]  -h  h  m'  -+-  c{m"  —  m')]^0 ,  [z]  +  s, ][Ô ,  {z)  ■+■  is,]. 
■x[e,{z)-h{p-  i)^,]  =  o, 


n  représentant  le  produit  des  différents  facteurs  que  Ion  obtient  en 
remplaçant  b  et  c  par  1,2,  3, ...,/?  —  i . 

Nous  pouvons  opérer  sur  les  congruencos  (a,)  et  (/3,)  comme  nous 
avons  opéré  précédemment  sur  les  congruences  (a')  et  (|3')et  nous  arri- 
verons encore  aux  congruences  (A)  et(B)  qui  satisferont  aux  mêmes 
conditions. 

Ainsi,  quels  que  soient  2,  et  a,  on  peut  former  les  congruences  (A) et 
(B)  qui  sont  telles  que  les  p  racines  de  (c)  satisfont  à  (A)  et  que  z,  et  a 
satisfont  à(B);  par  conséquent  la  substitution 

(7)  [z,z  +  a (f''~  V~'  -f-  /?''""%'""'  + ...+  hz)] 

ne  permute  pas  les  p*  variables  dont  les  indices  satisfont  à  (c). 

Reste  à  déterminer  a  de  manière  que  cette  subtitution  change  x.  en 
Tj,;  f)r  il  faudra  poiu- cela  que  l'on  ait 

{k)  z,+a(N''""  tI',""  +  ...^h''z'\  +hz,)  =  a. 

D'ailleurs  z,  et  a  satisfaisant  à  la  congrnence  (B),  on  a 


r  et  s  étant  des  nombres  entiers  égaux  ou  inégaux,  mais  différents  de 
zéro  ;  la  congrnence  [k)  donnera  donc 


Il  laiil  toutefois  s'assurer  qu'en  prenant  cette  valeur  pour  a,  l'ex- 
pression (■■^)  représente  bien  une   substitution,  et  qu'ainsi   l'on  n'a  pas 

k>"^'  al""  -h... -^  h'' a''  -h  fia-.  _,. 
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or,  on  a 


quantité  différente  de  —  i ,  puisque  .s^  est  différent  de  zéro. 

Il  est  donc  démontré  que  la  fraction  T,  qui  est  invariable  par  toutes 
les  substitutions  (y),  est  transitive  par  rapport  aux  ^"  — p  variables 
dont  les  indices  ne  satisfont  pas  à  la  congruence  (c). 

Toute  substitution  dérivée  des  substitutions  (y)  est  de  la  forme 

(Z)  (z,  z  +  |:ji.^_,  z'""'  +/J.^_^z'"~'+.  ■.-\-\i.z); 

et  le  plus  grand  commiui  diviseur  de  fi  _|  z''  ■4-...  +  |7,zetde  z'''  —  z 
est  de  la  même  forme  que  le  premier  de  ces  deux  polynômes  ;  donc  toute 
substitution  dérivée  des  substitutions  (-y)  s'effectue  sur  p"  —  p^  va- 
riables. 

Cela  posé, formons  les  congruences  : 


lo] 

2(z+«)( 

ZSSO, 

['] 

'z-^ia)..\z-^p—  I  a)sEEz''  — fl''""' zïso, 

z'''          -(-...+  p,  z''  H-  poZ=5  0, 

r      li 

(r-^^. 

,.+  p,  Z''+  poz)(z''''""^-f-..4-f5o'z+0-- 

[v-2] 

X 

(r-'+. 

..-h  {p  —  i)l)^:^       +  <j^_-i^       +...-+- az^o, 

(z'-'  +  . 

. .+  0-,  z''  +  o-oz)  (z''"    ''+...  +  (7o 2  +  m)... 

'x 

(.'-V. 

..  +  c7oZ  +  (/?—  \)m) 

IZ>'''      '+T^ 

_^z''"'"''+...+  ToZ  =  0, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  diviseurs  de  z''"  —  z,   et    qui  sont 
telles  que  chacune  contient  les  racines  de  la  précédente. 

38.. 
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Notisvoyonsquela  fonction  Y  esttransitive  par  rapport  aux^'  —  p"^' 
variables  dont  les  indices  ne  satisfont  pas  à  la  congruence  [v  —  i  ],  puis 
transitive  par  rapport  auxp"  —  p'~^  variables  dont  les  indices  ne  satis- 
font pas  à  la  congruence  [v  —  aj,  etc.,  enfin  transitive  par  rapport 
aux  p'  —  I  variables  autres  que  Xo;  d'où  l'on  déduit  facilement  que  le 
nombre  des  valeurs  de  W  est 

1 . 2 . 3 ...  (/'■■'  —  0 


{P'-P'-')  {P'-P-'-^)  ■  ■  ■  [P'  -P  )  ip' -  •  ) 
et  par  suite  toutes  les  subtitutions 

(z,>._,   z''"""+>,_,^""V...>.o2) 

sont  des  dérivées  des  substitutions 

(■y)  [z,  z  +  a{K'''~'  /'~'  + . . .+  hP zP  +  hz)]. 

Si  dans  l'expression  (y)  on  change  h  en  he ,  e  étant   un   nombre 

entier,  le  polynôme  If'  ^'  +..  .+  hz  est  seulement  multiplié  par 
e;  donc  si  on  donne  une  valeur  y)  k  h,  on  pourra  se  dispenser  de 
donner  à  A  les  valeurs  ay;,  3>5,.  M  (/'  — i)>7- D'après  cela  ,  pour  avoir 

toutes  les  substitutions  (y),  on  donnera  à  h  _  valeurs,  puis  on  don- 
nera à  la  lettre  a  toutes  les  valeurs  autres  que  zéro  et  que  celles  qui 
satisfont  à 

f/'~'  ar"~'  +  ¥"^  d"^  -f-   . .  +  ha=  -  i  ; 

donc  pour  chaque  valeur  de  A,  on  a  pi'—  p'~^  —  i  valeurs  de  a,  et  le 

nombre  des  substitutions  (7)  est  ^  ~'^^^  ~^ — ^^• 

Enfin  nous  terminerons  cet  article  en  faisant  remarquer  que  la  sub- 
stitution 

(z,  z  +  a{W"~'  z"'''  + . . .+  hP  zP  +  hz]  +  b) 
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ibstitiUions  (y),  si  -  est  racine  de  s''^z,  et  que, 
dans  le  cas  contraire,  la  substitution  s'effectue  sur  toutes  les  variables. 


est  semblable  aux  substitutions  (y),  si  -  est  racine  de  s''^z,  et  que, 


Des  Jonctions  de  p^^  variables  qui  ne  sont  pas  changées  par  les 

substitutions  (z,  Az''"  '        +  B z''"         + . . .  +  H z  +  LJ . 

Tout  ce  que  nous  avons  établi  pour  les  fonctions  de  p'  quantités   qui 
ne  sont  pas  changées  par  les  substitutions 

(z,  Az'''~'-1-Bz'''"V...+  Hz+l), 

peut  être  étendu  par  des  raisonnements  tout  semblables,  aux  fonctions 
de  p''^  quantités  qui  sont  invariables  par  les  substitutions 

{■n)  (z,Az'"'^^-'Vbz'"'^^- ''  +  ... +  Iz''Vhz+l). 

Désignons  par  o,  a,,  «j,. .  .,  a  n_^  les  racines  de  la  congruence 

z'"'-2=0, 

dont  le  premier  membre  est  un  diviseur  de  z''    —  z,  nous  aurons  la 
congruence 

h  (r-  -z)= {ir^'-'^  z""^^-' V  H"^'  -\p-i^-^^  ^ . . . + A^^^v  hz) 

^  \¥         e  +. .  .-i-Az  +  flp-i—ij- 

Soient  a''"' °^''^'  '^''  ,...,a.''^  les  racines  de  z''    ^z  dues  au 

r        â.  2,1  3,2  1,'i  2,«l('^-~0  I  j  flT 

premier  facteur;   a  ^  en.  ^  a.  ',...,  a.  les  racines  de  z''    ^  z 

dues  au  second  ;  a  '"  5  ^'^  '^, . .  . ,  a  '''"  ^        celles  qui  sont  dues  au  troi- 
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siènie,  et  ainsi  de  suite.  Prenons  la  fonction 

soit  oj  une  racine  primitive  de  z'"'^z;  faisons  sur  cette  fonction  les 

^premières  puissances  de  (s,  odz],  et  formons  ime  fonction  symé- 

P'—  ' 

„i- , 

trique  des fonctions  ainsi  obtenues;    nous  aiu'ons    ainsi  une 

fonction  invariable  par  les  substitutions  (/j). 

Désignons  par  o,  è,,  è,,. . .  ^  «jCt-O  'es  racines  de  la  congruence 

nous  aurons  la  congruence  identique 

).  (^^^  _  z)  =  (-,r  z"'   -  Iz)  {V'  Z"'   -  IZ  -  b,  )  (>.'"'  !!f'   -  >.Z  -  b,)  .  ■  ■ 

Soient  a,,  «j,...,  a  ^  les  racines  de  z''  ^zduesau  premier  facteur, 
soient  j3,,  jSa,...,  /5^,  les  racines  qui  sont  dues  au  second,  y,,  yj,.-,  7^^ 
celles  qui  sont  dues  au  troisième  et  ainsi  de  suite.  Faisons  sur  la  fonction 

i  V.,        a.,  a.^', 

les  ^    ~^    premières  puissances  de  (z,  coz),  o  étant  racine  primitive  de 

/'^z    nous  aurons  ainsi  ^- —  fonctions;  ajoutons-v  la  fonction  y; 

enfin  formons  inic  fonction  symétrique  de  ces  fonctions,  et  nous  aurons 
encore  une  fonction  invariable  par  les  substitutions  (yî). 
l,e  noud>rf  des  subslitulious  (r;    est  égal  à 

j,r.r  ip-r  _,)  (p^^  _  ^/.)   (p"^  _  p":)  .  .  .  (p-^  -  /,"(--')), 
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et  par  conséquent  le  nombre  des  valeurs  de  la  fonction  de  p''^  quantités 
qui  n'est  pas  changée  par  ces  sidjstilutions  est 


.2.3.. 


ip^^-p"^'-'^)   {p''--p'>(^—))...{p^^-p^)   (;,»-_,) 

Si  on  désigne  par  û  une  racine  d'une  congruence  du  degréT,  dont  les 
coefficients  sont  racines  de  z''''^  z,  et  dont  le  premier  membre  n  a 
auciui  facteur  commun  avec  z^  —  z,  toutes  les  racines  de  z^'^'^z,  les- 
quelles sont  les  indices  de  nos  p''^  variables ,  sont  renfermées  dans 
l'expression 

(/jl)  Ao-f- A,0  + AjO^-f- ...  +  A^_,0''-'- 

Ao,  A,,  A2,...,  A._,  étant  racines  de  la  congruence  z''  ^z. 

Si  on  désigne  ensuite  par  i'„,  i>,,..-,  f^_,  les  valeurs  en  lesquelles 
les  indices  i,  fi,  ii°,.-i  ^^~'  sont  changés  par  la  substitution 

i'n)  (z,  >._,  r'-'^  +  \^.r^'-'^  +  . .  .  X.  z-V  Xoz), 

nous  aurons  les  congruences 

et  l'indice  en  lequel  sera  changé  l'indice  [p.)  sera  donné  par  l'expres- 
sion 

Ao  1^0  +  A,  t',  -<-  . . .  +  A^_,  u^_^  . 

Ainsi  pour  que  l'expression  [m]  représente  une  substitution,  il  faut 
que  Vq,  (',,...,  i',_,  soient  tels,  que  l'on  n'ait  pas 

''*=  «0^0  -h  Cf.,  V,  +...-h  a;v_,  ('*_,, 

c/.o,  a,,. -M  «A-i  étant  des  racines  de  la  congruence  z''  ^z. 
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Soient  ûo>  iii»--,  û ,  t  racines  de  la  congruence  z^"'"  ^?  z  telles,  que 

l'on  n'ait  pas  û^^ao  i^o  -<-  «i  û<  +  •••  +  «*-i  ^k-i,  «o.  «m  a,,...,  «*_, 
étant  racines  de  2^"  =  ^;  'a  fonction  de  ys"^  variables  qui  n'est  pas 
changée  par  toutes  les  substitutions  (v))  est  transitive  par  rapport  aux 
p''"  —  I  variables  autres  que  cc^,  puis  transitive  par  rapport  aux  p''^  —p' 
variables  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  a:^  ^  ,  puis  transitive  par  rapport 
ciux  p'''— D^"  variables  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  -a^^  û. -i-a.n,''  ^^ 
ainsi  de  suite. 

Toutes  les  substitutions  (vj)  sont  des  dérivées  des  substitutions 

[z,  z  +  a  (h!"^'"^r^'-'^+  ^■'^^-^)/'''^-^)+  ...  ^  ]f\P^+  hz)] 
qui  s  effectuent  surp"""  —  p*'''"'' variables. 


CHAPITRE  IV. 

DES    FONCTIONS    TRANSITIVES    d'uN    NOMBRE    PREMIER    DE    QUANTITÉS. 

Nous  commencerons  l'étude  de  ces  fonctions  par  un  théorème  qui 
est  fondamental,  et  que  nous  avons  reconnu  aussitôt  que  nous  nous 
sommes  occupé  du  sujet  de  ce  Mémoire,  mais  dont  la  démonstration, 
quoique  assez  simple,  nous  a  longtemps  échappé.  Cette  proposition 
est  celle-ci  : 

Théorème.  —  Une  Jonction  transitive  d'un  nombre  premier  de 
nuantités  est  nécessairement  invariable  par  une  certaine  substitution 
circulaire  ejjectuéc  sur  toutes  les  quantités. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  établirons  d  abord  ce  lemme  : 
Soient  a,  i,  f,...,  k,  /,  lesp  quantités,  et  supposons  que  K  soit   le 
nombre  des  substitutions    effectuées  sur  p  —  r  lettres   qui   laissent  / 
immobile,  et  qui  laissent   la  fonction   F  considérée  invariable;  F  est 

invariable  par  —  substitutions  effectuées  sur  p  —  r  lettres. 

Kii  eflot,  considérons /> —  i   lettres  quelconques  de  la  fonction  tran- 
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sitive  F;  il  y  a  sur  ces  p  —  i  lettres  R  substitutions  de  f)  —  r  lettres, 
qui  laissent  F  invariable.  Faisons  la  somme  des  substitutions  de p  —  r 
lettres  que  l'on  a  pour  chaque  arrangement  de  p—  i  lettres,  nous  au- 
rons ainsi  Kp  substitutions  de  p  —  >'  lettres  ;  mais  il  est  aisé  de  voir 
que  chaque  stdjstitution  se  trouve  répétée  /fois,  de  sorte  qu'il  n'y  a 

que  —  substitutions  de  ^ —  r  lettres  qui  ne  changent  pas  la  fonction 

transitive  F.  Eu  effet,  si  eu  considérant  \esp  —  i  lettres  a,  b,...,  e,J,..., 
/,  A",  on  a  une  substitution  faite  sur  \es p—  r  lettres  a,  h,...,  e,  on  a  pa- 
reillement cette  substitution  de  p— /'lettres  en  considérant  lesp—  i 
lettres^, /),...,  e,y,...,  /,  /,eten  général  on  a  celte  substitution  dans  tous 
les  groupes  de  ^  —  i  lettres,  que  l'on  obtient  en  prenant  les/> —  r  let- 
tres a,  b,...,  e  avec  /  —  i  des  lettres  restantes.  Donc  dans  les  Rp  substi- 
tutions ci-dessus  obtenues,  la  substitution  que  nous  venons  de  consi- 
dérer sur  les  p  —  r  lettres  a,  /^,...,  e  se  trouve  répétée  autant  de  fois 
que  l'on  peut  combiner  /■  quantités  r —  i  à  r  — "  i ,  c'est-à-dire  rfois,  et 
notre  lemme  est  démontré. 

Démontrons  ensuite  cet  autre  principe  :  S'il  existe  une  substitution 
S  de  p  lettres  non  circulaire  qui  laisse  invariable  la  fonction  F,  le 
nombre  des  substitutions  semblables  à  S  et  qui  laissent  F  invariable, 
est  divisible  par  p. 

Soit  /3  le  nombre  des  lettres  d'un  certain  cycle  de  S  ;  prenons  la 
puissance  jS""""  de  cette  substitution,  nous  aurons  pour  cette  puissance 
une  certaine  substitution  A. 

A  étant  ainsi  défini,  soit  g  une  des  lettres  qui  ne  se  trouvent  pas 
dans  A,  et  désignons  par 

(a)  A,  A',  A",...,  A'"-'\ 

les  V  substitutions  semblables  à  A,  et  qui  ne  contiennent  pas  g. 

Considérons  p  —  i  lettres  de  la  fonction  F,  qui  ne  comprennent 
pas  la  lettre  h  autre  que  g;  il  y  aura  sur  ces  p  —  i  lettres  v  substitu- 
tions 


(P)  A„  A',,  A",,...,A(r 


•■) 


semblables  à  A,  et  qui  ne  différeront  des  substitutions  (a)  que  par  la 

Tome  VI  (a**  série).   -~  AouT  liiôi.  •J^ 
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manière  de  désigner  les  variables;  ainsi  on  passera  des  substitutions 
[a]  aux  substitutions  (/3)  en  faisant  sur  les  variables  une  même  substi- 
tution. 

Considérons  de  même  les  p  —  i  lettres  autres  que  /,  i  étant  différent 
de  g  et  de  h,  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons  en  déûnitive  les  vp  substi- 
tutions 

A,        A',       A",...,        A^'— \ 


A.,       A',,     A',...,       A^;    ", 
(7)  j 

'v.,a;_.,a;_.,...,ap;\ 

parmi  lesquelles  il  n'y  en  a  que^p  qui  soient  distinctes,/;  —r  étant  le 

nombre  des  lettres  permutées  par  A,  On  passera  des  substitutions 
d'une  ligne  horizontale  du  groupe  (7)  à  celles  d'une  autre  ligne  en 
faisant  une  même  substitution  sur  les  variables  des  substitutions  de  la 
première  de  ces  deux  lignes. 

Supposons  maintenant  que  S,  S'",  S'*',  ■  •  ■  ^  S"""  soient  toutes  les 
substitutions  semblables  à  S  qui  ont  A  pour  ])uit.sance  /3'""%  et  qui 
laissent  F  invariable,  nésignonsensuite  par  R"",  R"),...,R"-"  toutes  les 
substitutions  semblables  à  S  qui  ont  A'  pour  puissance  j3''"",  etc.,  enfin 
par  L'"',  L'*', . . . ,  L<'~"  toutes  les  substitutions  semblables  à  S  qui  ont 
A  <"'"''  pour  puissance  /3'*'"'.  Nous  aurons  ainsi  les  fx  substitutions 

((?)  S,  SI",  S'»',...,  S('-",R<'",R"',...,R''-*',...,L'*",  L'",..  ■ ,  L"-", 


qui  sont  toutes  différentes;  par  exemple  les  substitutions  R'"',  R''... 
R'*-"sonl  (lilférentes  entre  elles,  et  elles  sont  différontes  de  S,  S''  , . . 
S''~",  puisqu'elles  ont  une  puissance  /3"""  différente. 

Nous  observons  alors  que  tout  ce  qui  a  lieu  pour  les  substitutions 

A,  A',  A",...,  A'"-", 

a  lieu  idciitiepieinent,  et  pour  les  substitutions 

A       \'      A"  A^""'^ 

A  , ,    A  ,  ,   A  ,  ,  .  .  .  ,    rt  ,  , 
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et  pour  les  substitutions 

etc.  Ainsi  il  y  a  ^a  substitutions 

(s)    s;"',  s;",  s;^...,  s;'-'\r;"',r;",.--,r;'-",.-.,  l;-',  v:\-,  l;--", 

différentes  entre  elles,  et  qui  ont  pour  puissance  /3'""'  les  /  premières 
A,,,  les  s  suivantes  A',,  etc  ,  les  t  dernières  A^|''"~'\  Il  y  a  p.  substitu- 
tions 

(?)  sr',s^^ s:^..., s^", ri"',r;",..-, R['-",..-,  v:\v:\---, v:-'\ 

différentes  entre  elles,  et  qui  ont  pour  puissance  ^'""'  les  /  premières 
Aj,  les  j  suivantes  A',,  etc.,  les  t  dernières  A'^'^,"'.  Et  ainsi  de  sviite. 

On  passe  des  substitutions  (â)  aux  substitutions  (s),  puis  aux  sub- 
stitutions (Ç),  etc.,  en  faisant  sur  les  variables  les  substitutions  an 
moyen  desquelles  on  passe  de  la  première  ligne  horizontale  des  sub- 
stitutions (y)  à  la  seconde,  puis  à  la  troisième,  etc. 

Actuellement  les  substitutions  [y)  étant  identiques  r  à  r,  les  p.p  sub- 
stitutions (c?),  (s),  (Ç),  etc.,  sont  aussi  identiques  /■  à  r;  le  nombre  de 

ces  substitutions  qui  sont  distinctes  est  donc  — >  et  puisque  r  est  <  p, 
ce  nombre  est  divisible  par  p. 

D'ailleurs  il  n'y  a  pas  d'autres  substitutions  que  les  substitutions  (c?  \ 
(s),  (Ç),  etc.,  qui  soient  semblables  à  S  et  qui  laissent  F  invariable. 
Notre  principe  est  donc  démontré. 

Cela  posé,  considérons  toutes  les  substitutions  qui  ne  comprennent 
pas  une  certaine  lettre  g,  et  qui  laissent  F  invariable,  et  soient  K,  le 
nombre  de  celles  qui  s'effectuent  sur  p  —  r,  lettres,  Kj  le  nombre  de 
celles  qui  s'effectuent  sur  p  —  r^  lettres,  etc.  Désignons  enfin  par  rp 
le  nombre  des  substitutions  qui  laissent  F  invariable;  le  nombre  des 
substitutions  qui  s'effectuent  sur  toutes  les  lettres,  est 


/K,         K,  K, 


39- 
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c'est  donc  un  nombre  non  divisible  par  »:  car —5—5   etc.,   sont  des 

ri'  r,       Tj 

nombres  entiers.   Il  est  donc   nécessaire  que  quelques-unes   de   ces 
substitutions  soient  circulaires. 

Corollaire.  —  Le  nombre  des  substitutions  circulaires  distincies 
de  p  lettres  qui  laissent  invariable  une  Jonction  transitive  de  p  lettres 
est  de  la  forme  ap  -i-  \ . 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  x  le  nombre  des  substitutions  circulaires 
distinctes  de  p  lettres,  et  par  pj  le  nombre  de  toutes  les  substitutions 
non  circulaires  de  p  lettres,  on  a 

/K,         K,  KA 

[p-  i)j:  +  p7=rr^-/j^-  +  -  +  ...+  — j-i, 

d'où 

X  =:  ap  -h  J . 

Le  raisonnement  précédent  conduit  également  à  ce  théorème  : 

Une  Jonction  transitive  dont  le  nombre  des  lettres  est  une  puissance 
d'un  nombre  premier,  est  invariable  par  quelque  substitution  régulière 
effectuée  sur  toutes  ses  lettres. 

D'après  cela,  étant  donnée  une  foiiction  transitive  d'un  nombre 
premier/}  de  quantités,  nous  désignerons  ces  p  quantités  par  a^,  ./,, 
jc'j,. . . ,  Xp_f,  et  supposerons  que  cette  fonction  est  invariable  par  la 
substitution 

ou  (z,  z  -\-  \)  en  convenant  que  Xa  =  -^e,  si  l'on  aa^e  (mod.  pj. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  si  unejbnction  transitive  de  p  quan- 
tités n'est  invariable  que  par  des  substitutions  ejjectuées  sur  p  et  sur 
p  —  1  quantités,  toutes  ces  substitutions  sont  données  par  l'expression 

(a)  {z,a"z  +  b), 

u  étant  un  diviseur  de  p  —  1 . 

On   vo't  d'abord  cpie  si  l'on  désigne   par  ap  le  nombre    total  des 
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substitutions,  le  nombre  des  substitutions  de  p  quantités  est 
ap  —  i  —  p  {(/.  —  i)  =^  p  —  i ,  de  sorte  qu'elles  sont  toutes  comprises 
dans  l'expression  (z,  z  -+-  m). 

Soit  (z,  5rZ)  une  quelconque  des  snbstitutions  effectuées  sur  x,, 
x^,...,  .rp_,  ;  [ô^z,  5^(s-f-m)j  est  une  substitution  semblable  à 
(s,  z-hm),  puisqu'on  l'obtient  en  faisant  sur  les  variables  de 
(z,  r.  +  w)  la  substitution  (z,  S^z);  désignons  par  6'^. z  la  fonction  in- 
verse de  S^z,  cette  substitution  pourra  s'écrire  [z,  Q^  [0\  z  +  m)\;  or 
cette  substitution  laisse  la  fonction  considérée  invariable,  elle  est  donc 
identique  à  une  des  sidistitu lions  (z,  z  +  «)  et  on  aura 

9^(5'^z  + /n)  SHZ -f- «     [moA.  p), 
d'où 

0\,{z  +  n)E^5'^z  H-  m. 

De  cette  congruence,  on  tire 

0\{z  -{- 1  n)  ^E^O\\z  ->r  n)  -+-  in^^6\.z-\~  2 m, 


ô\^  (z  +  A-« )  EEE  6\,  z  +  km. 
Faisons  z  =  o,  nous  aurons,  A  étant  quelconque, 
Ô'.  (  hi)  s^  5',.  o  +  A-  m  ; 
5^  o  est  nul  ;  on  a  donc,  en  remplaçant  /i  n  par  z, 

6    ZIEE^  —  Z^ 

et  par  conséquent  toutes  les  substitutions  qui  laissent  la  fonction  con- 
sidérée invariable,  sont  comprises  dans  la  formule  (a). 

On  voit  aussi  par  celte  démonstration  que  si  une  fonction  transi- 
tive de  p  quantités  n'est  invariable  que  par  une  seule  substitution 
circulaire  de  p  quantités,  toutes  les  substitutions  qui  la  laissent  inva- 
riable sont  les  substitutions  (  a). 
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Or  le  nombre  des  substitutions  circulaires  qui  laissent  une  fonc- 
tion transitive  de^  lettres  invariable  est  de  la  forme  a^  -(-  i  ;  donc  si 
une  fonction  transitive  de  p  quantités  est  invariable  par  d'autres  sub- 
stitutions que  les  substitutions  (a),  elle  est  invariable  par  au  moins  p  -+-  t 
substitutions  circulaires. 

Théorème.  —  Une  fonction  transitive  F  de  p  quantités  est  inva- 
riable par  toutes  les  substitutions  [z,  a"  z  -h  b),  aetb  étant  quelconques 
et  u  un  certain  diviseur  de  p  —  \  plus  petit  que  p  —  \ ,  et  même  plus 

petit  que  ^  ~  '  si  p  est  de  lajorme  l\n  —  \ .  Le  nombre  des  substitutions 

circulaires  de  p  quantités  qui  laissent  cette  foiiction  invariable  est  au 

moins  égala  ,  r  étant  le  nombre  des  substitutions  qui,  ejjectuées 

sur  .r ,  ,x^,...,  JCp_, ,  laissent  cette  fonction  ini^ariable. 

La  fonction  F  est  supposée  invariable  par  la  substitution  (z,  z  -4-  i) 
et  soient  ensuite 

(i)  {z,z),     [z,6,z),{z,0^z),...,     (z,  5,_,z) 

les  substitutions  qui  ne  permutent  que  ji',,  :x\,...,  ay,,   et  qui  lais- 
sent la  fonction  F  invariable. 

Les  substitutions  [6^z,  Os{z-\-  m)]  ou  [z,  6, [6'^  z  -+-  m)]  sont  des  sub- 
stitutions cii-culaires,  qui  sont  les  puissances  de  [z,  6^(5'^  z  ■+- 1)].  Or,  le 
nombre  total  des  substitutions  qui  laissent  F  invariable  est  rp;  donc, 
en  faisant  dans  l'expression  [z,  Ô^(9'^z-t-  m)]s  =  o,  i,  a,...,  /'  —  i,  on 
n'obtiendra  pas  toutesdes  substitutions  circulaires  différentes,  |)uiKque, 
SI  elles  étaient  toutes  différentes,  on  aurait  r[p  —  i)  substitutions  cir- 
culaires de  p  variables,  et  par  conséquent  le  nombre  de  toutes  les  sub- 
stitutions qui  ont  moins  de />  variables  serait  au  plus  égal  à /■,  ce  (pii  est 
absurde;  donc  il  y  i*"'"a  nécessairement  deux  substitutions  telles  que 
\z,  Ot{ô\  z  +  m)]  et  [ZfOJO'^z  +  n)]  qui  seront  identicpies  ;  ce  qui  don- 
nera 

(5,  (5',  z  +  my^^  0^  [6[,  z+  n)     {  mod.  p.). 
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Changeons  z  en  ô^z,  et  nous  aurons 

Posons 

[1)  Q\Q^,z  =  Q^z, 


et  nous  obtiendrons 


5,  (z  +  n)^e,z  +  /«, 


ce  qui  donne 

(3)  Q^z^E^cz, 

et  il  est  prouvé  que  les  substitutions  (i)  contiennent  toutes  les  substi- 
tutions (z,  a"z),  u  étant  un  diviseur  de/J  —  i. 

Démontrons  ensuite  que  si  p  est  de  la  forme  (\n  —  i ,  m  est  plus  petit 

que^ 5  si  la  fonction  est  invariable  par  d'autres  substitutions  que 

r  s^        -j 

les  substitutions  [z,  (  ±  i)  ^    z  ^-  h \. 

En  effet,  supposons  cette  fonction  àe  p  quantités  invariable  par  les 
substitutions  (z,  ±  z  +  è),  et  par  d'autres  qui  ne  soient  pas  de  la  forme 
(z,  az-h  b).  Multiplions  cette  fonction  par  la  fonction  des  mêmes 
quantités  qui  a  deux  valeurs,  laquelle  est  changée  par  la  substitution 
(z,  —  z),  et  nous  obtiendrons  une  fonction  transitive  àe p  quantités  qui 
ne  serait  invariable  par  aucime  des  substitutions  (z,  az),  ce  qui  est 
impossible. 

On  voit  en  particulier  que  si^ est  un  nombre  premier ,  une  fonc- 
tion transitive  de  p  quantités  qui  n'est  pas  la  fonction  itivariahle  par  les 
seules  substitutions  (z,  ±:  z  +  6),  est  invariable  par  toutes  les  substitu- 
tions {z,  a^z  -h  b). 

Pour  achever  la  démonstration  de  notre  théorème,  supposons  qu'il  y 
ait  e  des  expressions  6  {d'z  -h  m),  qui  puissent  servir  à  représenter  une 
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même  substitution  circulaire,  de  sorte  (lue  l'on  ait 


(4) 


de  la  première  de  ces  congruences  on  tire,  en  changeant  z  en  6^  z  inverse 

de  6^z, 

5.(5;e;z  +  «)^e,_(e;5;,z-4-„.), 

et 

(lonc  on  aura 

5.5.(6;  5;z  +  «)  =  5,5j6;6;  c.+  «,)=... =  5,5,^_^(6;^_^ 6;z  +  //,_,); 

s;  S'^.  z  est  l'inverse  de  6/_  Q^z;  donc  toutes  les  expressions  5  (6'z  ■+-  m)  sont 
égales  e  k  e.  D'après  les  congruences  (2)  et  (3),  on  aura 

et  par  conséquent  il  y  a  e  substitutions  de  la  f ::rme  (z,  c:),  qui  laissent 
la  fonction  invariable,  et  il  n'y  en  a  pas  davantage;  car  s'il  y  en 
avait  plus,  on  pourrait  poser  0'^  6  z^dz,  6  étant  différent  de  0^ ,  6^ ,.-., 
5j  ,  et  on  aurait  à  ajouter  aux  e  termes  (4)  congrus  entre  eux  le  terme 
6  I6'z-+-  q\  ;  donc  ces  e  substitutions  ne  sont  pas  autres  que  les  substi- 
tutions (z,  n"z  ,  et  on  a  e  = 

u 

Les  r  expressions  Ol^i'^  z+  i)  peuvent  donc  être  groupées  c  à  e,  de 
manière  à  être  identiques  ou  puissances  l'une  de  l'autre;  donc  le  nom- 
bre des  substitutions  circulaires  distinctes  renfermées  dans  l'expres- 
sion (z,  0{0'z+  \)\  est -ou Comme  toutefois  nous  n'avons  pas 

1    '     \  '  '        f       /j  —  1  ' 

rlémontré  que  toutes  les  substitutions  circulaires  qui  laissent  la  fonc- 
tion  invariable  sont  delà  forme  |  z,  (1  [0' z -k- in'\'\,  il  faudrait  bien  se 
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garder  tie  croire  que  le  nombre  de  ces  substitutions  circulaires  est  égal 

ru  .  ,  , . ,  .  ,       ,    .       r« 

a  1  mais  seulement  qu  il  est  au  moins  e^al  a 

p-  i  '  !:-/,_, 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  substitutions  (i)  qui  s'elfec- 

tuentsurx,,  ^o,...,  J?p_,  peuvent  s'écrire 

(>)  (z,  «"z),     (z-,  «"ô,z),     (z,  «"^oz),..-,      (z,  <''"^,.'_,z)• 

Si  u  est  impair,  en  multipliant  la  fonction  invariable  par  les  substi- 
tutions (s)  par  la  fonction  qui  a  deux  valeurs,  on  aura  une  fonction 
qui  ne  sera  invariable  que  par  les  substitutions  (z,  (i"z)  pour  lesquelles 
n  est  résidu  quadratique,  et  comme  le  nombre  des  substitutions  qui 
la  laissent  invariable  doit  devenir  deux  fois  moindre,  ce  sont 

(z,  o-"z),     (z,rt-"6,z),     (z,  rt-"6oz),...,     (z,  rt-"6,.,_,z); 
on  voit  donc  aussi  que  les  substitutions 

i^z^Q^z),     (z,  Qaz),...,      (z,  5^,_,z) 

laissent  invariable  la  fonction  qui  a  deux  valeurs. 

Supposons  une  fonction  de  />  +  i  variables  qui  ne  soit  pas  changée 

par  toutes  les  substitutions  (  z,  ^         j  pour  lesquelles  (AD  — BC)  est 

résidu  quadratique,  ni  par  les  substitutions  (i);  (z,  a'z)  figure  donc 

parmi  ces  dernières  substitutions.  La  substitution  |z, 


laisse  cette  fonction  invariable  et  ne  permute  ni  jt^,  ni  x„;  c'est  donc 
une  des  substitutions  (i),  et  on  a 


p— ' 


'[^] 


OuZ, 
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d'où 


(g)  5„zÔ. 


[^] 


Il  est  ensuite  aisé  de  démontrer  que  si  l'on  a  5,(z  +  m)  =  6^z  +  n, 
quel  que  soit  <,  et  que  si  toutes  les  substitutions  (i)  sont  assujetties  à 
la  congruence  (g),  il  existe  une  fonction  deux  fois  transitive  de  p  -h  i 
quantités  invariable  par  les  substitutions  (i)  et  par  les  substitutions 

(z,     ""*"    j  pour  lesquelles  AD  —  BC  est  résidu  quadratique,  et  si  l'on 

écrit  les  substitutions  (i) 

{z,a^z),     (z,  rt'ô.z),     (z,  fl-9,z),...,     (z,  a-5^_,  z), 

£  étant  égal  à ^  toutes  les  substitutions  qui  laissent  cette  fonction 

invariable  sont  données  par  l'expression 


A9,z+B\ 

^'    CëJT+D/' 


AD  —  BC  étant  résidu  quadratique  (et  ^  <  s). 

THi:oRi:]MF:.  —  Soit  une  /onction  transitive  d'un  nombre  premier  p 
(le  lettres,  dont  toutes  les  substitutions  s'ejjectiiant  sur  p  lettres  sont 
circulaires;  si  elle  est  invariable  par  des  substitutions  qui  changent  la 
Jonction  qui  a  deux  valeurs,  toutes  ces  substitutions  s'effectuent  sur 
p  —  1  lettres. 

Supposons  en  effet  une  fonction  F  de  /;  lettres,  dont  toutes  les  sub- 
stitutions Ae  p  lettres  soient  circulaires,  et  qui  soit  invariable  par  des 
sidwtiliitions  <jiii  changent  la  fonction  des  tnènios  lettres,  qui  a  deux 
valeurs. 

Considérons  les  snbhlitulions  qui  ne  contiennent  pas  .1^  et  qui  lais- 
sent F  invariable.  Soient  R,  le  nombre  de  ces  substitutions  effectuées 
sur  p  —  r,  lettres,  R.,  le  nombre  de  ces  substitutions  effectuées  sur- 
p  —  r,j  lettres,  etc.  Le  nombre  des  substitutions  de  moins  de  p  lettres 
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qui  laissent  F  invariable  est 

K,/5        K,p  Kip 


et  l'on  a,  en  désignant  par  rp  le  nombre  des  substitutions  qui  laissent  F 
invariable, 

(a)  ,.  =;  R,  _)_  K2  +  .  .  .  +  K,-  +  I  ; 

donc  le  nombre  des  substitutions  de  ^  lettres  qui,  par  hypothèse,  sont 
toutes  circulaires,  est 

/K,;/         K,p  K,p  \ 


Multiplions  la  fonction  F  par  la  fonction  des  méfiies  lettres  qui  a  deux 
valeurs,  nous  aurons  une  fonction  transitive  F'  dont  le  nombre  des 

valeurs  égales  est  -  p.  Considérons  encore  les  substitutions  qui  ne  con- 
tiennent pas  jTq,  et  qui  laissent  F'  invariable.  Soient  K',  le  nombre  de 
ces  substitutions  effectuées  sur  p  —  r,  lettres,  K'2  le  nombre  de  ces 
substitutions  effectuées  sur  p  —  i\  lettres,  etc.  Le  nombre  des  substitu- 
tions de  moins  de  p  lettres,  qui  laissent  F'  invariable,  est 

— ^  -\ —  -I-  . . .  -1 +  I , 

et  on  a 

(P)  î  =  K'.  +  K;  +  ...+  R:-t-.; 

quant  au  nombre  des  substitutions  circulaires  de  p  lettres  qui  laissent  F' 
invariable,  il  est 

rp         /K>         K'.o  K-o 

—  —    -^  H — —  +  ...  +  -^  -^-  I 

2  \    r,  r^  r,- 

Or  le  nombre  des  substitutions  circulaires  de  p  lettres  qui  laissent  les 

4o.. 
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deux  fonctions  F  et  F'  invariables  est  le  même  ;  on  a  donc 

/K,         K,                     K,         i\         rp             /K',         K; 
rp—  ni h  —  +...H h  -]  —  —  —  p[  —  -\ ^- 


+  -1' 
Pj 


d'où 


K,  —  K',         K^  —  IC  K,  —  k; 

H +...-) 


En  retranchant  (p)  de  (a),  on  a  d'antre  part 

J  =  (K,  -  K'J  +  (R,  -  K',)  +  . .  .  +  (K,-  -  r;  ), 

et  en  comparant  ces  deux  dernières  égalités,  on  a 

/•,  =  I ,     R2  =  R'2 ,      R3  =  R'3 . . . . 

Nous  ferons  remarquer  à  propos  de  ce  théorème  ce  fait  digne  d'at- 
tention, que  nous  ne  connaissons  aucune  fonction  transitive  d'un  nom- 
bre premier  de  quantités  invariable  par  d'autres  substitutions  que 
[z,  az-+-  b)et  qui  ne  soit  pas  changée  par  des  substitutions  qui  changent 
la  fonction  qui  a  deux  valeurs. 

Enfin  nous  pouvons  certifier  ce  théorème,  quoique  nous  n'en  con- 
naissions pas  de  démonstration  rigoureuse  :  Une  Jonction  transitive 
d'un  nombre  premier  de  quantités  ne  peut  être   invariable  par  des 

substitutions  cjui  s'effectuent  sur  moins  de de  ces  quantités. 

Soit  (z,  Oz)  une  substitution  des/?  —  i  variables  jr,,  x,,...,  .rp_,  pour 
laquelle  on  a  5{n"z)^a"Sz,  u  étant  un  diviseur  de/;  —  i  ;  cette  sub- 
stitution est  de  la  forme 


[ 


z,  Az  "    -I-  Bz  "+...-(-  Iz 


Rz         "    + Ez 


D'ailleurs  les  dérivées  des  substitutions  de  cette  forme  sont  encore  de 
la  même  forme;  car  si  l'on  a 

(5  {a"z)  "^  (x"Oz,     p. {a"z)  rr^  ^"p.z. 
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on  aura 

5{j.{a"z)EEE6  {^"p.z)     et     Oij.{a"z)  =EEy"6iJ.z. 

On  voit  donc  que,  >.  étant  un  nombre  variable,  les  substitutions  de  la 
forme  (i)  jointes  aux  substitutions  (z,  az)  forment  un  système  de  sub- 
stitutions conjuguées,  et  la  fonction  de  /j  —  i  quantités  invariable  par 
ces  substitutions  est  transitive,  puisqu'elle  est  invariable  par  toutes  les 
substitutions  [z,  az). 

Actuellement  considérons  une  fonction  transitive  de  p  quantités, 
invariable  par  toutes  les  substitutions  (z,  a"z  -+-  b),  et  soient 

(2)  (Z,  z),     (z,  5,z),     (z,  5oz),...,     (z,  5,_,z) 

les  substitutions  qui  ne  contiennent  pas  Xo',  désignons  par  6'^  zla  fonc- 
tion inverse  de  5^z,  la  substitution  (z,  0/i"6'^  z\  est  semblable  à  (z,  a"z) 
et  laisse  la  fonction  invariable;  ce  sera  une  sirbstitution  différente  de 
(z,  a"z),  à  moins  que  l'on  n'ait 

$^ a"ô'^  z  ^  (/"z,     d'où     6^  {a" z)  eee  a" 6^  z, 

et  alors  (z,  0^  z)  est  de  la  forme  (i). 

Parmi  lessubslitutions(2),  il  y  en  a  qui  s'effectuent  sur  moins  de/j—  i 
variables;  soit  (z,  6„z\  une  telle  substitution,  et  supposons  qu'elle  ne 
permute  pas  x^;  si  la  substitution  (s,  5^z)  est  de  la  forme  (i),  la  sub- 
stitution [z,  5^(z-+-  a)  —  (xl  ne  contient  pas  Xo  et  n'est  pas  de  la 
forme  (i).  Donc  il  existe  au  moins  une  substitution  (z,  0^a"0\  z)  sem- 
blable à  (z,  a"z),  et  qui  ne  lui  est  pas  identique. 

Occupons-nous  maintenant  du  cas  particulier  où  la  fonction  transi-' 
tive  de  p  rpiantités  est  invariable  par  toutes  les  substitutions  (z,  rt^z), 

ce  qui  arrive  toutes  les  fois  que^ est  un  nombre  premier. 

Soient 

(z,  z),     (z,  5,z),     (z,  ô,z),...       /:,  5^._,z.) 

les  substitutions  qui  ne  permutent  que  J?2i  -^s)- ••>  ■^'p-t-  Les  substitu- 
tions (z,  6^a-ù'^z\  sont  des  substitutions  semblables  à  (z,  a-z). 
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Supposons  d'abord  que  le  nombre  des  substitutions   qui  ne  con- 

■    I  •            1     f                 •         -Il           ■   ^  (p  —  •  ) 
tiennent  pas  x^  et   qiu   laissent  la  lonction   uivariable,   soit • 

Faisons  dans  l'expression  (z,  ôjrt- 5'^  z)  rt  =  2,  3,...,  ^- 1  et  i  =  o,  i, 

2,...,£  —  I,  nous  aurons -^^ substitutions   de    /3 —  i    quantités 

semblables  à  (z,  a^  z).  Donc,  comme  le  nombre  total  des  substitutions 
faites  sur  X,,  x^,...,  Xp^^  est— ■'»  et  que  le  nombre  de  ces  substi- 
tutions qui  ont  moins  àe  p  —  i  variables  est  >  £,  toutes  les  substitu- 
tions (z,  Q^a^B\z\  ne  sont  pas  distinctes,  et  on  a 

0^à^Q\z^E^d,b-0\  z, 
ou 

d'où 

0\ù^z^kz  ^         -i-  Bz"*; 

ainsi  la  lonction  est  invariable  par  au  moins  une  substitution  de  la 
forme 


^z,  Az 


Bz/)- 


En  second  lieu,  supposons  que  le  nombre  des  substitutions  qui  ne 
contiennent  pas  j:»  et  qui  laissent  la  fonction  invariable  soit  £  (/>  —  i), 
auquel  cas  la  fonction  est  doux  fois  transitive. 

Soit  (z,  rz)  une  substitution  du  second  ordre  qui  contient  j:,,  et  qui 
ne  contient  pasXo;  tz  n'étant  pas  une  des  fonctions 

a'-z,     a^SyZ,     rt^S^jZ,...,     a*(;__z, 

et  supposons  que  toutes  les  substitutions  du  second  ordre  qui  ne  con- 
tiennent pas  Xo,  soient  données  par  les  fonctions 

à'z^      d^O^z,       crô-^z,...,      a'^Q^_^z, 
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Si  toutes  les  substitutions  (z,  S^à-0\z^  et  (z-,  ù ^i:à^i:'B\z\  étaient  diffé- 
rentes entre  elles,  elles  seraient  en  nombre  é^al  à  t[p  —  3),  puisque  a 
est  susceptible  des  valeurs  a,  3,..., ,  et  s  des  valeurs  o,  i,   2,..., 

c  —  I,  et  par  conséquent  on  n'aurait  que  iz  substitutions  de  moins  de 
p  —  I  lettres;  ce  qui  est  impossible,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  substitutions 

de  moins  de  ^- variables. 

1°  Supposons  que  l'on  ait  Q ^à^&^z^O^h'^Q^z^  on  aura 

2°  Soit  B^-:à^x'0\z^0^h'^B'^z^  on  aura 

ù'Jja''T'z  =  b-0'J,z, 
B\,  6^z[a-z)  EEs  b^O'^  ^s'^' 

3°  Soit  5jTfl-T'5'jZ  ^E  5,,Ta-T'5[,z,  on  aura 

0'^  9^-fi--'zHEEE  t«^t'5[,  5jZ, 
x'0\,  Q^xa-x'z^EE  a?x'B\  B^z, 
x'6'^Sj[à-z)^F^  a'^x'B'^  Bj.z. 

Donc  parmi  les  substitutions  qui  ne  (  ontiennent  pas  x^,  il  y  en  a  au 
moins  uue(2,  |7.z)  pour  laquelle  on  a 

\t.[a?%)^a}\j.z     ou     |U.zseeeAz    =>         +  Bz  . 

En  termmant  cette  étude  des  fonctions  d'un  nombre  premier  de 
quantités,  nous  ferons  remarquer  que  l'on  ne  doit  pas  croire  à  l'exis- 
tence d'un  très-grand  nombre  de  théorèmes  généraux  relatifs  à  toutes 
ces  fonctions;  car  il  existe  des  fonctions  transitives  d'un  nombre  pre- 
mier de  variables,  qui  ne  proviennent  nullement  de  ce  que  le  nombre 
de  leurs  variables  est  jjremier,  et  qui  devraient  satisfaire  y  ces  théo- 
rèmes. Je  citerai  pour  exemple  la  fonction  trois  fois  transitive  de  17  va- 
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riables  qui  a  i  .2.3...  14  valeurs,  et  qui  doit  son  existence  non  à  ce 
que  17  est  un  nombre  premier,  mais  à  ce  que  l'y  est  une  puissance  de 
n)nibre  premier,  plus  1. 


CHAPITRE  V. 

DES    FONCTIONS    TRANSITIVES    DE    Tl    QUANTITÉS,    n    ÉTANT    QUELCONQUE. 

Nous  allons  donner  dans  ce  chapitre  plusieurs  classes  de  fonctions 
transitives  d'un  nombre  quelconque  de  quantités.  Mais  comme  le  sujet 
que  nous  allons  traiter  ici  est  bien  loin  d'avoir  le  même  intérêt  que  ce- 
lui qui  a  fait  l'objet  des  chapitres  précédents,  nous  n'y  donnerons  pas 
tout  ce  que  nous  avons  pu  trouver,  et  nous  nous  contenterons  d'énon- 
cer quelques  propositions  qui  sont  toutes  très-faciles  à  démontrer. 

Les  classes  de  fonctions  que  nous  allons  donner,  renferment  presque 
toutes  les  fonctions  une  seule  lois  transitives  qui  ont  moins  de  douze 
lettres. 

Des  Jonctions  cycliques. 

On  appelle  fonction  cyclique  une  fonction  qui  reste  invariable  par 
une  certaine  substitution  circulaire  contenant  toutes  ses  variables. 

Désignons  par  jTq,  ^,,  .rj,...,  Xn_^  les  n  variables  de  la  fonction.  Si 
cette  fonction  n'est  invariable  par  aucune  substitution  circulaire  de 
toutes  ses  variables  qui  ne  soit  puissance  de  [x^,  Xj+,),  cette  fonction 
n'est  invariable  que  par  des  substitutions  de  la  forme  (.r.,  x^j+i);  mais 
la  réciproque  n'est  pas  vraie,  une  fonction  invariable  seulement  par  les 
substitutions  (or,,  .ïaj+j),  n'esl  pas  nécessairement  une  seule  fois 
cyclique. 

Soient  rt,  é,...,f,  îles  nombres  différents  par  rapport  au  module  n 
et  premiers  à  «,  il  y  a  une  fonction  cyclique  de  n  quantités  invariable 
par  \ps  substitutions  comprises  dans  la  formule 

(z,  n"^b''...c^z  -4-  w); 

(ri  p;ii'li(ulier-,  on  a  une  fonction   cyclique  de  n  quantités  invariable 
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par  tontes  les  substitutions 

(z,  az  +  b). 


I  .2.  .  .      «—    I 


a  étant  premier  à  n,  et  qui  a    '    '  '  " ,   , ^  valeurs,  (p(«)(:lésignantconi- 

bien  il  y  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  n. 

Si  n  est  un  nombre  pair,  l'expression  [r,  z  -i-  (  —  i)^J  est  luie  sub- 
stitution régulière  de  n  variables  qui  peut  s'écrire 

mais  si  n  est  impair,  cette  expression  n'est  plus  une  substitution,  car 
elle  changerait  x,  et  af„_,  en  Xq. 

On  voit  d'après  cela  que  si  n  est  un  nombre  pair,  il  existe  une  fonc- 

,.  ,  .    ,  I  .  2. .  An —  i)        1  11 

tion   cyclique  de  n  quantités  ayant ^ valeurs,  et  invariable 

par  toutes  les  substitutions 

[z,  z  +  '«  +  /(—  i)'^], 

et  qu'il  y  a  aussi  une  fonction   cyclique  de  ces  quantités   invariable 
par  les  substitutions 

[z,  a"  b'^...c^ z  +  m  -h  l  {—  if  ]• 

Si  n  est  pair,  il  n'y  a  pas  de  fonctions  cycliques  invariables  seule- 
ment par  des  substitutions  de  n  et  de  «  —  i  quantités.  Si  n  est  impair, 
il  existe  au  moins  une  de  ces  fonctions,  savoir  la  fonction  invariable 
par  les  substitutions  (z,  zt  z  +  b). 

Des  Jonctions  invariables  par  les  substitntions 

{^'^y,z,...,u^y-^0L,z--rii,...,  u-H-/)- 

So\\.n  =  p(ir...t\  considérons  l'expression  J:„_4,.  .^^  et  convenons 
que  l'on  aura 

Tome  VI  (i"  série).  —  Septembre  i86i.  t-* 
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si  l'on  a 


a 


'^a     (moà.  p),  b'^b     (mod.  7),      ,.  .  .,  e'Ese  (mod.  f ). 


L'expression  J^„  j  ^  ^  pourra  représenter  les  n  variables.  Désignons 
par 

une  substitution  qui  augmente  tous  les  premiers  indices  de  a,  tous 
les  seconds  indices  de  p,  etc.  En  donnant  à  a,  p, . .  . ,  7  toutes  les  va- 
leui-s  dont  ils  sont  susceptibles,  on  obtient  des  substitutions  conju- 
guées entre  elles,  et  qui  laissent  invariable  une  fonction  transitive  F  qui 
a  1.2.3. ..(«— i)  valeurs. 

Si  p,q,  >',...,  t  sont  des  nombres  qui  sont  tous  premiers  entre  eux, 
les  substitutions  (a)  sont  toutes  les  puissances  d'une  même  substitution 
circulaire,  de  sorte  que  les  substitutions  peuvent  s'écrire  sous  cette 
forme  beaucoup  plus  simple  (J^j  .ï'z+,n),  les  indices  étant  pris  par  rap- 
port au  module  ti. 

En  général,  si  l'on  veut  avoir  toutes  les  fonctions  d'un  nombre  ilonné 
n  de  variables,  telles  que  F,  et  si  l'on  veut  que  le  nombre  des  indices 
soit  le  plus  petit  possible,  on  adoptera  la  règle  suivante  :  On  cherchera 
de  combien  de  manières  le  nombre  n  peut  être  décomposé  en  facteurs 
p,  (j,  /%...,  t  tels,  que  q  soit  lui  diviseur  de/»,  r  un  diviseur  de  7,  et  ainsi 
de  suite.  Autant  il  y  aiu'a  de  manières  de  décomposer  ainsi  le  nombre 
n,  autant  il  y  aura  de  fonctions  transitives  différentes  telles  que  F.  On 
prendra  un  nombre  d'indices  égal  au  nombre  des  facteurs /;,  ly,  /■,...,  / 
et  l'on  prendra  ces  indices  respectivement  suivant  ces  nombres  consi- 
dérés comme  modules. 

Soit  n  =:  mp\  il  y  a  une   fonction    transitive  de  11   ipiantités  c|ui  a 

■ -^ — — valeurs,  et  (lui  est  invariable  par  les  substitutions  (lue 

l'on  obtient  en  prenant  le  premier  des  cycles 


(A) 


1    /  •»■"  •y"    r"   -y"  •y"         \       /  •»■  '    •»>  '    y'  y'  \ 

l(■^•^^•^•••r,^_.),•••,(.r^■^^'■••<-',), 
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avec  l'inverse  de  l'un  quelconque  des  suivants,  ni  par  la  substitution 

Il    y   a   une    seconde     fonction    transitive    de    n    quantités    qui    a 

— — — ■  ■  -y" — U  valeurs   et   qui   n'est  changée  ni  par  les  substituiions 

que  l'on  obtient  en  prenant  le  premier  des  cycles  (A)  avec  l'un  quel- 
conque des  cycles  (A)  de  rang  pair  ou  avec  l'inverse  d'un  quelconque 
des  cycles  (A)  de  rang  impair,  ni  par  la  substitution  (B). 

Soit  71  =  mn,  ;  s'il  existe  une  fonction  transitive  de  m  quantités  ayant 
p  valeurs,  il  existe  aussi  une  fonction  transitive  de  ti  quantités  qui  a 

1.2    .  .{n  —  i)  . 

^ p  valeurs. 

I  .2.  .  .[m — i)  ' 

Considérons  la  fonction    transitive  de  m  quantités  qui  a />  valeurs; 

désignons  ses  m  quantités  par  Xo,  Xf,  X2,...,x,„_,  et  supposons  que 

toutes  les  substitutions  qui  ne  changent  pas  cette  fonction  soient 

Désignons  par 

-.0    y,o    ~,o  Tr.0  j        1         1  I  .",  —  1     ■r"'~' ■<■■■■<  ■x'!l~'.-> 

n  quantités,  et  imaginons  une  fonction  de  ces  quantités  invariable  par 
la  substitution 

et  par  les  substitutions 

et  nous  aurons  la  fonction  dont  il  s'agit. 


irTii>»0^iWi 


4i. 
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SUR  LA  FORME 

X»  +Y2  +  Z=  +  8T^ 

Par  m.  J.  LIOIJ VILLE. 


1.   On  demande  une  expression  simple  du  nombre  N  des  représen- 
tations d'un  entier  donné  n  par  la  forme 

X2  + Y=-f-Z^  +  8T=, 

c'est-à-dire  du  nombre  N  des  solutions  de  l'équation 

«  =  X= -f- Y"  +  Z=  H-  8T% 

où  X,  \,  Z,  T  sont  des  entiers  à  volonté  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Cette  question  se  rattache  évidemment  à  celle  que  nous  avons  traitée 
dans  le  cahier  de  jtullet  en  considérant  l'équation 

n  =  x"^  -\-  j^  -^  z^  +  -it^. 

le  nombre  A  [n]  des  solutions  de  cette  dernière  équation  se  compose 
en  effet  de  deux  parties  A,  (/j),  k^i^n),  la  première  relative  aux  valeurs 
impaires  de  t,  la  seconde  aux  valeurs  paires  ;  et  il  est  clair  que  N  n'est 
autre  chose  que  A.j  [n). 

(lonunc  n  peut  être  indifféremment  pair  on  impair,  je  ferai 

n  =  2"/«, 

m  étant  impair  et  l'exposant  a.  pouvant  se  réduire  à  zéro;  puis  dési- 
gnant |)ar  a  un  diviseur  quelconque  de  m  et  par  (Jle  diviseur  conjugué 
en  sorte  que  m  =  r/c^,  je  poserai,  comme  dans  le  cahier  de  juillet  et 
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en  me  servant  d'une  not;iHon  bien  connue  de  Legendie  et  de  Jacobi  : 

2(1)'/  =  s. 

Cette  somme  S  joue  un  rôle  important  dans  nos  formules.   Ou  sait 
d'ailieiu's  que 


2.  Soit  d'abord  n  impair,  n  =:  m.  On  aura 

N  =  6  S, 
si  îi  est  de  la  forme  8^  +  i  on  de  la  forme  8A-  —  3;  mais 

N  =  4S, 

si  n  est  de  la  forme  8^-1-  '^\  enfin 

N  =  o, 
si  n  est  de  la  forme  8  A  —  i . 

Soit,  en  second  lieu,  ?i  impairement  pair,  n  ^  ini.  On  aura  dans  ce 
cas 

N  =  i2S, 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Soit,  en  dernier  lieu,  ii  pairement  pair,  n  =  2"m,  a  >  i .  On  aura 

N  =  2(2"-   l)S, 

si  /n  =  8^  ±1  I  ;  mais 

N  =  2(2=^+   l)S, 

si  /n  =;  8A  ±  3. 

5.  La  somme  S  s'exprime  aussi  par  un  produit  au  moyen  des  fac- 
teurs premiers  dont  m  se  compose  Soit  p  un  de  ces  facteurs  et  ja  son 
exposant  dans  w,  de  façon  qu'on  puisse  écrire 
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On  aura 

1p>  exposants  de  /)  allant  en  décroissant  jusqu'à  zéro,  et  les  coefficients 
étant  alternativement  i  et(-)-  Cette  nouvelle  manière  d'exprimer  S 
a  ses  avantages. 

4.   Nous  venons  de  déterminer  pour  iout  entier  «  le  nombre  total 
N  des  solutions  tant  propres  qu'unpropres  de  l'équation 

«  =  X=  +  Y-  +  Z=  +  8T». 

On  pourrait  aussi  demander  le  nombre  M  des  solutions /)/o/J/e^,  pour 
lesquelles  l'imité  seule  divise  à  la  fois  les  entiers  X,  Y,  Z,  T.  Il  faut 
alors  substituer  a  la  fonction  S  une  autre  fonction  R  que  je  définirai 
en  écrivant 


H=n[/"+(j)A'-]- 


Cela  pi>sé,  si  n  est  impair,  n  =;  m,  on  a 

M  =  6R, 

([uand  n  est  de  l'une  des  deux  formes  8A-  -f-  i ,  8A  —  3  ;  mais 

M  =  4  R, 

quand  n  est  de  la  forme  8k  -h  3;  enfin 

M  =  o, 

quand  ii  est  de  la  forme  8A-  —  i. 

l'oiir  n  impairement  pair,  n  =  iin,  on  a 

M  =  i2R. 
ipielle  (pie  soit  la  forme  linéaire  de  m. 
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Le  cas  de  n  paireinent  pair  se  décompose  en  trois  autres  siiivasif  que 
l'on  a  »  =  4'"»  oi'  "  =  8/?i,  ou  enfin  n  =  •x" m,  a  >  3. 
Pour  n  r=  ^111,  je  trouve 

M=:  6R, 

(piand  m  est  de  l'une  des  (\eux  tonnes  8A  —  1,  8A"  -i-  3;  uiais 

M  =  4R, 

quand  m  est  de  la  forme  8A'  —  3  ;  enfin 

M  =  o, 

quand  m  est  de  la  l'orme  8  A  4-  1 . 
Pour  71  =  8 m,  il  vient 

M  =  2R, 
si  m  =  8A  ±:  I  ;  mais 

M  =  6R, 
si  /n  =  8A±3. 

Pour  ?i  =  2"/?î,  a  >  3,  on  n'a  qu'une  seule  formule  : 

M  ^l'-'.ZR. 

il.   Ajoutons  deux  exemples.  Soit  d'abord 

7Z  :=   126  =  5', 

en   sorte  qu  il   s'agisse  d'un  nombre  impair  de  la  forme  8A—  3.    Il 
viendra 

S  =  5»  —  5=*+  5  -  i  =  104 

et 

R  =  5'  -  5'  =  100; 

par  suite 

N  =  6.104  =  624 
et 

M  =  6. 100  =  600. 
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Soit,  en  second  lieu, 

Il  =  232  =  2^. 3". 7, 

ce  (^iii  suppose 

a  =  2,      //j  =  3^.7, 

partant 

S  =  (3"-3  +  i)(7+  0  =  56 
et 

R  =  (3^ -3)  (7  +  1)  =  48. 
On  aura,  m  étant  de  la  forme  8A- —  1, 

N=  2(2»-iV56=336 
et 

M  =  6.48  =:  288. 


aaa''^HQ  0  <^B-Tw 
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LES   FONCTIOÎSS   ELLIPTIQUES; 
Pak  m.  mathet. 


I. 

Parmi  les  propriétés  des  fonctions  circulaires  et  exponentielles,  il 
en  est  qui  appartiennent  aussi  aux  fonctions  doublement  périodiques 
dont  les  premières  ne  sont  que  des  cas  particuliers.  C'est  ainsi  que 
l'équation 

,  ^  ^{x^r)  ^  F(.>:)/f.r)  +  F(j)/(x) 

^   '  .f(.r-r)  F(x)/(r)-F(/)/(.r)' 

dans  laquelle  jc  et  j"  représentent  deux  variables  indépendantes,  est 
vérifiée  quand  -r)^  =  tangx,  et  l'est  encore  si -4^,  est  une  fonction 
elliptique.  De  même  l'équation 


»        ^(^^r)=-'':!fiivt:!;;^'^'- 


dans  laquelle  R  représente  une  constante  quelconque,  est  vérifiée  si 

F{x)  =  tango-  et/(j)=:  ^  cot  r,    et  l'est  encore  si  F(x)et/(j) 

sont  des  fonctions  elliptiques  convenablement  déterminées.  Soit  enfin 
l'équation 

^^'  .•^+JJ      F,(^)/,(j)-F,(/)y;(x) 

Il   est  facile  de  montrer  que  si 

¥(x)         .     ,  V  F,(x)  .      ,  , 

^=sm(x4-;»)     et     -^=sin(x  +  7), 

Tome  VI  (  2«  série).—  Septembre  i86i.  '•^ 
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p  et  (}  étant  des  constantes  quelconques,  on  peut  toujours  déterminer 

J [x]  et  /,  [x)  de  telle  sorte  que  cette  équation  soit  vérifiée;  on  verra 

F (x)        F  'y) 
plus  loin  qu'il  en  est  de  même  si  -r^  et    '  V  ,  sont  des  fonctions  ellip- 

'  '  f[x]      A  [y)  ^ 

Tiques  aux  mêmes  périodes. 

On  est  alors  conduit  à  se  demander  si  ces  fonctions  doublement 
périodiques  sont  les  solutions  les  plus  générales  des  équations  posées 
ci-dessus,  ou  si  elles-mêmes  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  ces 
solutions.  Telle  est  la  qjiestion  que  je  me  propose  d'examiner.  Je 
déterminerai  d'abord  les  fonctions  qui  peuvent  vérifier  l'équation 

f  r  ^  ^  ^>  _  FjikA(2l±Iii:^)AW 
^       ^^~F3(x)y;(r)  +  F,(x)/3w' 

dont  les  équations  (2)  et  (3)  ne  sont   que  des  cas  particuliers,   et  je 
résoudrai  ensuite  la  même  question  pour  l'équation 

^(x+r)^  F(-^)/.(r)+/(-^)f,(r) 

.^.(•r-j)         F(x)/(jr)-/(x)F,(7)' 

qui  renferme  également  l'équation  'i). 

H. 

Soit  l'équation 

Si  l'on  pose 

^)=^^^)'  /:!^=+(-^)'  'fR='f'W' 

l'éipialion  (1)  devient 
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Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres,  différentions  par  rap- 
port à  X,  el  ensuite  par  rapport  à  j,  et  posons 

,.  d'I^S  [x  +  y) 

i<  (  X  +  jr  :  =  — -;- "7— ^  ; 

^  -^  '  d.T.  dy 

il  vient 

Soit  «  =^  -;^ 4- :  on  trouve  en  diffén  iitiant 


du 
Tx~ 

■        '          ( 

? 
?.-+- 

2        ^            K 

?  +  4'  \ 

^        (?+l)'./ 

du 
Ty- 

v  +  ^l- V 

d'U 

dxdy 

.      ?" 

—  '2  - 

t"   1  r  V 

\ 

+  2 

f'^-'' 

(?-t-4')^  Ly-t-^ 

(¥  +  ^)' 

d'où 

1 

(4) 

rf  '  Il          du  du 
dxdy         dx  dy 

+  1H^. 

L'équation  (4)  est  évidemment  vérifiée  par  la  fonction 

mais,  en  vertu  de  l'équation  (3), 

«,  =  F  +  «; 

on  peut  donc  remplacer,  dans  l'équation  (4)?  u  par  F  +  «.  Si  l'on 
élimine  ensuite,  par  des  diiférentiations,  la  fonction  F  et  ses  dérivées, 
il  restera  une  équation  aux  différences  partielles  de  u,  qui  déterminera 
cette  fonction.  Les  calculs  qui  vont  suivre  auront  pour  objet  de  for- 
mer, non  pas  précisément  cette  équation,  mais  un  système  d'équations 
é([uivalent,  dont  la  discussion  nous  fournira  la  solution  de  la  ques- 
tion. 

42.. 
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Posons 

du  du  r 

dx         dy        •' 

Si  l'on  différentie  l'équation  (4)  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  j, 
et  si  l'on  retranche  l'un  de  l'autre  les  deux  résultats,  on  a 

,_.  d"^  f  -   d^  u  du  df         du  df         ni, 

5)  ii-7-^-^~  f  r~T-~zr:r  +  :r-^^^^'■J^ 

^     '  dx  dy        •'    dx  dy        dx  dy         dy  dx  -^ 

Posons  encore 

df         df 
dx  ^  dy 

Si  l'on  différentie  l'équation  (5)  par  rapport  à  ,r  et  par  rapport  à  )  , 
et  si  l'on  ajoute  les  deux  résultats,  on  a 

d- V  I du         du\    d'' f  d- u  ,.  /    d' u  d' u    \ 

dx  dy         \dx        dy  j  dx  dy  dx  dy        •'     \dx-dy        dxdy-  j 


d'  u 
dx- 


d^  u  \  df  l  d''  a  d' u\  df         du  dv  du  dv  ,,     ^ 

dxdy  J  dy         \dxdy         d)^  j  dx        dx  dy         dy  dx 


..  I du        du 

Mais 


I  d^  u  d-u\df         I   d'' u  d'' u\  i, 

\  dx'  dx  dy  J  dy         \  dx  dy         dy-  )  a 


/d'u 

d'u    \dj 
dxdy)  dy 

/   d-'  H 

[dxdy 

dfdf 

df  df 
dy  dx 

dUi 

dxdy 

dxdy 

dy'  )  dx  \dx         dy  I  d.r  dy 

d'  u 
dx  dy 


Donc 


(«) 


d' t>                d' u  I du  du\     d'f  ,.  /  rf' «            d^  u    \ 

dxdy            dxdy  \dx  dy  j  dxdy  •'     \dx'dy        dxdy' j 

du  dv  du  dv  c.     1  il  dii-         du  \ 

dx  dy  dy  dx  •'   \  dx        dy  J 
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Mais  si  l'on  différentie  l'équation  (4)  par  rapport  à  x  et  par  rapport 
à  y^  et  si  \<}x\  ajoute  les  deux  résultats,  on  a 

/  rf'  M  f/' «   \  I  du         flu\     iP  u 

\(lx'dy        dxcly^j  \dx        dy  I  dx dy 


/  d^u  d' u\         du.  { d'' Il         d^u  \         ^     „  /du         du\ 

[Z^y-^d^-)-^d-y[dI^^d7d-y)-^^''    U  "^  ^)' 


d'où 


/du  d'  u  \  _  dudf  _du4f         /du        du\  d^u  ^    ,  ( 'IH  _i_  1 

"  \ZFdy  ~^  dxdjy  ~  'dylx~  dx  dy         \dx        a'j)  dx  dy  \  dx        ri 


et,  par  conséquent,  en  nuiltipliant  l'équation  {a)  par  «,  et  y  substi- 


d^  u 


tuant  à  la  place  de  u  i-^^-rj-  '^  dTTT')  l'expression  que  l'on  vient  de 
Irouver,  et  à  la  place  de  u-~j-  la  valeur  fournie  par  l'équation  (5), 


I,    rf'c  rf'tt  Idu       du\[dud/        du  df  ,■   dUi         ^  1 

dxdy  dx  dy  \dx       dy  j  \dx  dy         dy  dx        -^    dx  dy  •     J 

rVdudf         du  df  /du         du\    d'' u  ^     „   (du         du\'\ 

->\  +f\jryi-d.iy+\Tx^Ty)dITj-^^''     [d-x^d-r)\ 


,  ..„  dv  du  dv\  „     „  t   jr  l du         du\ 


,  J-        du         du 

Mais  on  a,  en  se  rappelant  que  /  =  -^ —■. 


du        du\  /du((f        du<(f\  ^   /^  ^  _  :^  '^\ 

d^~^dy)  \di  dy'^  dydx)  '^  J  \dy  dx        dx  dy) 

dfr/du\'        du  du         (^"■\       du  du~\ 
~  1^  \\lh:)  "^d^d^~  \dl:)  "''  ^  ^ J 

df  y  du  du         /^'"\"        du  du  ('^"Y  I 

dx\^dxdy         \dj J         dx  df         \dy J    J 


Tj'équation  [h]  devient  donc 


d^  V  d^  u  du  du  / du  dv         du  dv  \  ,,     , 

dxdy  dxdy  dxdy  \dx  dy        dy  dx  J 
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Or  l'équation  (4)  nous  donne 


du  du  d-  u  , 

-T-  -1-  =  U  -j-- 2  m' 

dx  dy  dx  dy 


si   l'on    fait  cette  substitution   dans   l'équation   précédente  et  si   i  on 
«livise  tons  les  ternies  par  //,  il  vient 

!-\  d' V  d'il  du  di'  du  dv  , 

(o^  «:7rx.  ^t' 777:7:.  =  :7:::r.-^  37.7-  + low^t', 


équation  de  même  forme  que  l'équation  (5). 

Chacune  des  équations  (5)  et  (6)  va  maintenant  nous  fournir  une 
relation  entre  F,  F  et  la  fonction  ti  et  ses  dérivées.  Considérons  d'a- 
bord l'équation  (5).  Si  on  la  différentie  par  rapport  à  jt  et  par  rap- 
port à  )  ,  et  si  l'on  retranche  l'un  de  l'autre  les  deux  résultats,  on  a 

Xdx^dy        dxdf'')  -^   dx  dy         \dx        dy  j  dx  dy 

^  du  .     d'f   _  d^f\  ^  du  /d\f  __  _ç£/_\  ^  ^<V_<lf_  ^  g^^2  ('£  _'iL\ 
dx  \dx  dy         dy''  )  dy  \dx'  dx  dy  j  dx  dy  \dx         dy  j 

.Multiplions  tous  les  termes  de  cette  équation  par  y,  et,  dans  le  |)re- 

fP  II 
nuer  membre,  mettons  à  la  place  de  f  ,    .    sa  valeur  prise  dans  l'é- 
quation (5);  il  vient 

.1  d'f    _  _d\f\ 
■^  \dx'dy         dxdy^j 

d-'f  Idf         df\(dudf        dudf         ,,     J  d^f 


/2    "  J  ["J        "'  \  [""'"J        (lu  aj         ,,    J   ,  (l'y  \ 

J      dxdy  \dx         dy  J  \dx  dy         dy  dx  '  dx  dy  j 

'    dx\dxdy         dy''  j         ^    dy  ydx'          dx  dy  j            -^    dx  dy 
On  peut  simpliru'i-  cette  écpiation  en  se  rappelant  que  7  =  ^ y" 
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elle  devient  alors 

-'    \dx'dy         dxdy^j  \dx         dy  j  dx  dy 

L  dji^  (l\f^  _   f'Jj^  ^^V  _    /    j  <l'i  '^\     d'f  i'dii         du\  df  dj 

~J    dy  dx''         J  dx  dy'         J    \dx         dy)  dxdy  [di         TîyjdxT) 

dufdfV'     diiidfy  .. 

-Ty[£)-^Tx[d-y)^''"'J'^ 

OU  bien 

l         \y    {dx'dy         dxdy'j  \d.r        dyjdxdy  J    J 

^'  I  dy\J    \dx'  dxdy)  dx\dx         dyj } 

dx  \y    \  dx  dy  dy'  )  dy  \  dy         d.r  )  J 

L'équation  (7),  déduite  de  l'équation  (4),  est  évidemment  vérifiée 
si,  à  la  jîlace  de  n,  on  met  //,  ou  F  -1-  i<  qui  lui  est  égale  en  vertu  de 

I  équation  [5).  Ory,  on  — r- est  égale  a  /  ou —■,  en  vertu 

de  cette  même  équation  (3);  donc   si   l'on  fait   cette  subslitiilioii,   il 
vient,  en  tenant  compte  de  l'équation  (7), 


:8) 


\  \y    \  dx'dy         dxdy'j  \dx  dyjdxdy  J    J 

1  :=F'r/7^-^\  -  i'L  _'£]  ('K.^\'] 

{  [-/    \dx'  dy'  j  \dx         dy)   \dx        dy  j  \ 


De  l'équation  (6)  nous  pouvons,  par  un  calcul  analogue,  tirer  une 
équation  de  même  forme.  Différentions  l'équation  (6)  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  j,  et  retranchons  l'un  de  l'autre  les  deux  résultats: 
il  vient 

<•/'.'  d'«   \  ..    d'v  Idv  do  \     d^a  d-  f 


dx'dy         dxdy  j  '   dxdy  \dx  ilyj  dxdy  dxdy 

df  dv  df  dv  da  j     d'v  d'v\  diti'd'v  du-  \ 

-y  -r  -i — -  T"  +  "T      ,     ,- TT  M"  "T    1—, -; — ;-     -+-  2<'  "W 

dx  dy         tly  dx         dx  \dxd/  dy'  J  dy  \dx'  dx  dy  !  • 


,  /  dv  dv 

\OU     \  -— 

\dx 


dv  \ 


^36  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Je  multiplie  tous  les  termes  par  p,  et  je  substitue  à  lou^v  sa  valeur 
prise  daus  l'équation  (6);  il  vient 


l    d'y  d'v    \  ,f   d'ç  fdv         dv\         d'il  j     d-f 

\dx^dy  dzdf'j  •'   dx  dy  \dx        dy  j       dx  dy  dx  dy 

df  dv  df  dv  du  d^  v  du  d^  v  ,.    d^  !•  ,   ,■ 

dx  dy  dy  dx  dy  dx'  dx  dy^  •'    dx  dy 

r       d'' V  d'il  du  dv         du  dv'\  I dv  dv\ 

I       dx  dy  dx  dy  dx  dy        dy  dx \  \dx        dy  ) 

,         .  d'' V  l  dv         dv\    d'u        ■,.  .  ,  ,         , 

Les  termes  17  et  ^[-j- 7-,  I  j^i~'  disparaissent  dans  les  deux 

uieinbres,  et  il  reste 

r   /  r/'<.        rf',.  \      (dv     dv\  d'v  ,  ,-| 

.  ]  _^r,^_ ^ /*  _^\i  _^r  £^    (iv_/dv    dv  r\ 

^^^      ["  dyy  J.r'  rfx  \dx         dyl\  ~  TLc  [''  df    ~  d^\Tr  ~  di)   \ 

dx  dy  \dx  dy         dy  dx ) 


Cette  équation  est  vérifiée  quand  on  y  remplace  u  par  m,  ou  par 
F -+- M  qui  lui  est  égale  en  vertu  de  l'équation  (3).  D'ailleurs  yj  ou 

du,        du,    /,       .    '       I      >      /-  du         du     ..  ,      ,  df,         df. 

-T-  étant  égale  a  /  ou j-,  il  en  resuite  nue  t>,  ou  4^  -4-  — 

dx         dy  ^  ■'  dx         dy  '  '  dx         dy 

est  égale  à  t^  ou  ^  +  — •  On  a  donc,  en  faisant  cette  substitution,  et  te- 
nant compte  de  l'équation  (9), 

\  \^\dx^dy         dxdy'J  [dx         dyjdxdy  '^°''/| 

^'"  j  r     (dU,         d'v\  (dv         dv\    fdv         dv\-\ 

{  -  ^  L"  [di^~df)~  [dx  -  Ty]  [tx  -^  d;)]' 

équation  analogue  à  l'équation  (8). 

Les  deux  équations  (8)  et  (10)  <pie  nous  venons  d'obtenir,  si  nous 
les  divisons  membre  à  membre,  nous  fournissent  une  équation  aux 
différences  partielles,  cpii  détermine  la  fonction  u.  Mais  cette  équation 
est  d'une  forme  lro|)  complicpiée  |)our  que  Ion  puisse  déterminer  son 
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intégrale  générale,  nous  la  remplacerons  donc  par  le  système  des 
équations  (8)  et  (lo)  qui  lui  est  équivalent,  et  nous  discuterons  ces 
deux  équations  après  leur  avoir  donné  une  forme  plus  simple,  au 
moyen  des  transformations  qui  vont  suivre. 

m 

Si  dans  l'équation  (8)  ou  remplace  le  coefficient  de  F  par  sa  valeur 
prise  dans  l'équation  (7),  il  vient 

l         dy\J    \dx''         d.rdy  )         dx  \dx        (b')\\ 
(  dx\J    \dxdy         dy  j  dy  \dx        dj-j  ]  ) 

=-[/(£?-9^)-(;l-|)(;l-|)} 

Si  l'on  pose 


f  \dx  ^  df 


W, 


cette  équation  se  réduit  à 

,       1  _   I  du,  dw         du  dw\  _,       1  dw        dw\ 

(")  ^\dyTx-Txly)=^''\-dr--d^\ 

De  même,  si  dans   l'équatum  (lo)   on   substitue  au  coefficient  dt 
F  sa  valeur  prise  dans  l'équation  (9),  on  a 

SduV     d'il        dv   /dv        '^''\~\        '^«  F     d^i>        dv   Idv        dv\~\  , 
dy\      dx'        dx\dx       dyj  \        dx\_    dy'        dy  \dy       dx)\\ 

dx  dy  \dx  dy        dy  dx  J  ] 

„,       r     (d^i>         d'v\  Idv         dv\   (dp         d^W 

=  ^  -VKdl^-d^)-    [d.-Ty)[dx-^Ty)\ 

Mais  i'  ^  (v/,  d'où,  en  différentiant, 

dv  ,.div  df         d'' V  ff^^"'  dw  df  d''f 

dx       J    dx  d-r.  dx''         -^    dx'  dx  dx  dx' 

Tome  VI  (a*  série). —  Septembre  i86i.  4"^ 
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Donc 


d-v 
dx 


-(s)W'[^^^-(£)']--[/:i? -(!)■] 


et  de  même 


•■î^-fê)w-[-^::?-(j)-]--[/S?-(fy} 


On  a  aussi 

(du 

du\dv  dv 

p^     '^'f    ^Idfd.^dfd. 

\dy- 

1r)Tx~y  ~ 

dx  dy              \  dx  dy         dy  dx 

•'    dx  dy            •'       dx  dy             •^      dy  dx        •'  dx  dy 

,a  /  ■-'     '^'f                .2  t  'V  'V             /••j  4f  d^  4  2  'if  '^'*' 

^       dx  dy                   •'     dx  dy            -'       dy  dx  -^       dx  dy 

2  /'''"         '''"\  /  /     ''■/          '^f  4f  \          ri  /'^"  du\  dw  dw 

\dx         dy  j  X^    dx  dy         dx  dy  j         -^       \dx  </i  /  dx   dr 

L'équation  trouvée  ci-dessus  devient  donc 


F' Il 


i, ,  r       c/'w  /  da>\'        dwdiv^ 

\J    dx'         \dx.)   '^J   dxdy         dxdy\  ' 

,.j  r       d'' w          /'^/(i'\-        dw  dw\  \ 

du   \                  •'      \^  lïf"  \dr)    '^  U:  JT  J  I 

/i-(^-9?)-(£r-($ni 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^39 

équation  qui,  en  vertu  de  l'équation  (i  1),  se  réduit  à 

/  „  \  du  r      d-w         /dw\'       dn>  dit'l        du  \        d''a-        l<lu'\''       du' dii' 


dy  I         dx  dy 


r       /./'(.'         f/2«.\  [dwy        IdwY'X 


Soit  maintenant 

I 

—  ^  z, 


l'équation  (i 

i)  devient 

(i3) 

-p   /  du  dz 
ydylîx' 

du  dz 
~  did} 

Mais  de 

p,       /dz  a 

\dx        ti 


on  tire 


d<v  dz  I    d-w  2    / div\''        d-z 

'  dx  dx  H»'    dx'         (v^  \  dx  J         dx' 


d'il  /  div\'        d(v  div        da>  /  dtv         dw\  j  d^  z 

dx''  y  dx  j  dx  dy        dx  \  dx         dy  j  dx'' 

L'équation  (12)  devient  alors 

(   / du  div         du  dw\    / div         dw\  ^   /dud'z         du  d'' z 

I  \dy  dr.         dx  dy  j    \dx         dy  J  \dy  dx''  dx  dy' 

_  V/dw        dw\/dw        duA  ,3  /""''^  _ '^'2\1 

|_y£?.r         dy  J  \dx         dy  J  \dx'  dy'  /  J 

équation  qui,  en  vertu  de  l'équation  (i  1),  se  réduit  à 
,    ,.  „  /  du  d- z         dud'z\         -,,       /  d' z         d' z\ 

('^)  ^\Tyd^-Txd^)  =  ^  ''\d;^-df^)■ 

¥Jn^n  nous  poserons  -  =:  <,  et  les  équations  (1 3)  et  (14)  deviendront 

43.. 
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alors 

,    -,  dt  dz         dt  dz 

^  dx  dy         dy  dx  ' 

.    ç..  dt  d-z         dt  d'^z  

^  '     '  Txd^~Ty'(Lê-~^' 

Nous  allons  maintenant  discuter  ces  deux  équations,  et  nous  ver- 
rou? que,  parmi  les  diverses  solutions  qu'elles  peuvent  admettre,  il 
n'eu  est  que  deux  qui  conviennent  à  la  question,  savoir  ;  t  =  con- 
stante ou  z  =  constante. 

IV. 

Considérons  d'abord  l'équation  (i5) 

dt  dz  dt  dz 

dx  dy         dy  dx 

Z  peut  être  considérée  comme  une  fonction  de  t  et  de  x  ;  alors  on  doit 
avoir 

dt  dz   dt  dl  I  dz  dz  dt\  dt  dz  

dx  dt  dy         dy  \  dx         dt  dx  j  '  dy  dx 

Si  -j- =  o,  l  est  indépendante  de  j  ;  soit 

/  =  (p(jr),     ou     u^=  ^[.r)f  [x  +  j). 
Il  en  résulte 

du  ,  ,,  „,      du  .        d' Il  ,  „,  „„ 

donc,  en  vertu  de  l'cfjuation  (4)» 

(pF(<p'F'-t-(pF")  =  ©9'FF'-f- <p'F"+ 2ç>M'''      ou     II!=lIl'=2©. 

Pour  ([uc  f,  (ituctiou  de  x,  soit  idcnticjue  à  une  fonction  de  x  -hj^,  il 
faut  qu'elle  se  réduise  à  une  constante;  donc  t  ^  constante. 
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Si  —  n'est  pas  nulle,  il  faut  qiie  ~  le  soit,  c'esl-à-ilire  que  z  soit  luie 

fonction  de  t,   z=^  zs[t).  Cette  fonction  doit  en  outre  satisfaire  à  l'é- 
quation (16).  Or 

(Iz  _      ,dt         (fz  _      ,d''t  „/f/A2 

d.r  dx         dx''  dx'  V''-*^/ 

Donc  on  doit  avoir 


r    „ldt\-^  .d'-n        dtV    „  i  dty  ,d'n 


,  f  dt    d- 1         dt  d- 1\  „  dt    dt  I  dt  dt\    

1      .    « 
t  étant  égale  a  -,  on  a 

dt  I     /_  du  ,     \ 


d't  I    /'-d'il  du  T^T-'//  T^/2      \ 

dx'         F'  \         d.r-  dx  / 


Donc 


—  -TT  —  2  F^  F'  —  —  +    a  F'-'  —  FF  )  Fu F^  F  a  — — 

dy  dx'  dx  djr  '  dy  dx' 


+  2FF'^«  J-(2F"'-  FF")F'/<^1; 
et,  de  même, 

dt  d't  I  r    ,dud''u  —.—.du  du         ,     _,„         ^  du         r^o  t^,      d' u 

— -— =  p  J  F' ;t- -77  -  2  F' F'— 3-+  f2F'»—  FF")Fu—~  F^F'u-— 

dx  Hy'         r  '  [_       dx  dy'  dy  dx  '  dx  dy  ' 

+  2FF'*m^,-(2F'=-FF')F'm=1. 
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Donc,  en  retranchant, 

\  dy  dx'         dx  dr'  ~¥'\_     \dj-  d.r'  ~  diUy)'^^    "\Tx~'d}) 


Reprenons  l'équation  (4) 


rf'«  du  du  , 

dxdy        dx  dy 


Si  on  la  différentie  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  r,  et  si  l'on  retran- 
che l'un  de  1  autre  les  deux  résultats,  on  a 

,       ,  /  d' u  d^  u  \  du  d^  u        du  d- u         ^     2/'^"         '^"\ 

^    •'■^  \dx'dy        dxdy''/         dy  dx''         dx  dy''  \dx        dy J 

Cette  équation  devant  être  vérifiée  quand  on  y  remplace  u   par  //, 
ou  par  F+  u,  on  a 

("+  -){£k  -^)  =  {''*r,)  (''-+ë)  -  (^'-^  Ê)  (►■■-  9 


écpiation  qiu,  en  vertu  de  l'équation  (19),  se  réduit  à 

/  à' u  d^  H  \ „,/d'u        d' u\  ,/du        du 

Xdx'dy  ~  dxdy')  ~        \dic^  ~  Ify' )  ~        \dZ~d^ 


+  «F(r+,„,(l:-|). 


d'où,  en  remplaçant  le  coefficient  de  F  dans  le  premier  membre  par  sa 
valeur  prise  dans  l'équation  (19), 
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L'équation  (i8)  se  réduit  donc  à 

dt  (ft        lit  W  t 6m  (FH-  u)   l  du        du\   6m(F4-  «)  /  dt         dt  \ 

7fy'd7^~  dx  dP~  ¥■  \rfï  ~  d})  ~  F  \dJ-  ~  Tfyj^ 

et  l'équalion  (l'y)  devient 

/  dt          dl\r6xs'u[F-i-u)  „  de   dt   I 

[d^-d^)[. F +  ^SÏ^J=°- 

^ .   dt  de  r  ■  I  ■  I  I  ^ 

Si  -; =  o,   i  est  une  lonction  de  x  -\-  r,  çt  il  en  est  de  même 

d.T        dy  •'  ' 

de  M,  solution  déjà  mentionnée.  Supposons  donc  qu'on  ait 

,       ,                                     6  cr  '  ;;  (  F  -I-  rt  )  ,,  dt  di 

(^«)  F ^''d.Ty^''- 

Mais 

de  de  I    r^„du  du  [du         du\  „,,,     ,1 

-r-7-  =  -F7  F  T-:r  -  ^F'm  — -h—    +  Y'^u-  ■ 

d.v  dy         F*  L       dx  dj  \dx         dy  ]  J 

De  plus,  l'équation 

rf-  u  du  du  j 

c/o:  dy         dx  dy  ' 

si  l'on  y  remplace  u  par  F  +  m,  nous  donne 

ou,  en   multipliant  tous   les  termes  par  u,  et  remplaçant  ii  ^— ^  par 
rfu  du  3 

(/m  r/tt  /  rf«         f/tt  \ 

dx  dy  \dx         dy  j 

=^  F""  M  -  F"  ;/  (F  +  ?/)  "H  2  F'  «  +  6  F ^<M  F  +  «^  )  -  2  F  /<'  ; 
donc 

4^  ^  =  l-rFF"«-FF"«(F  +  ;0-!-2F^^-)-6F=i/^(F  +  </) 

rtx  dy  r*  ^ 

-  aF^'/t'  +  F'^/'], 
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on 

—  ^  =  ^«(F  +  M)[F"-FF"+2F=(F-i^)+  6F^«] 

=  "'^f"^"^[F"  -  FF"  +  2F»  +  4F^«]. 
Donc  l'équation  (20)  devient 

p H ^^n [F  *  —  FF  +  2  F'  +  4F  mJ  =  o, 

,.    .  h(F  +  «)  Il 

ou,  en  divisant  par = — -1  et  remarquant  que  s  =  ^  , 

Ç>7s'  +  ^  (F'-  -  FF"  +  2F»  +  4F'  t)  =  0. 

Or  sj'  et  7s"  sont  des  fonctions  de  /,  donc  il  faut  que  /  soit  une  fonc- 
tion de  F  et  de  ses  dérivées,  et  par  conséquent  que  u  soit  une  fonction 
de  X  +j?',  solution  déjà  obtenue;  à  moins  que  w'  ets?"  ne  soieni  iden- 
tiquement nulles,  auquel  cas  cr  est  une  constante. 

Donc,  pour  que  l'équation  (3)  soit  vérifiée,  c'est-à-dire  pour  que 
M,  —  M  =  F  (jf  +  ?'),  il  faut,  ou  que  u  et  m,  soient  des  fonctions  de 

du        du 

d.T        dy  .      ,       .      .  ... 

x  -(-  r,  OU  que  z  =  -j- soit  égale  a  une  constante,  ainsi  que  la 

'^  T  d' u         u'  u  "  ^ 

dx^         dy' 

fonction  analogue  z,. 

Il  nous  reste  à  voir  si  ces  conditions  sont  sulfisautes,  c'est-à-dire  si 
les  fonctions  <p,  i}/,  9,  et  f}^,  quelles  déterminent,  satisfont  toujours  à 
l'équation  (3);  après  quoi  nous  aurons  encore  à  voir  si  elles  satisfont 
à  l'équation  (2)  et  par  conséquent  à  l'équation  (1). 


Si  M  =  ,  '*'  '^. ..  est  une  fonction  de  x-i-  r,  ou  doit  avoir 

du         du 

dx        dj-  ' 

I 


f-t-4'\?-(-^|'  (T-t-^*)' 
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d'où 

?!  _  i!  _  2  '^'~'^'  =  o. 

<p'         ^'  ¥  -t-  'I' 

Posons 

7  =  ^^(-^)'    ^  =  2^(7); 

on  aura 

?'  —  (]/'  =  (ct  —  5)  (9  +  t). 

D'où,  en  différetitiant  par  rapport  à  .*•,  puis  par  rapport  à  | , 

©"=  3r'(ç) +  (]/)+ (ra  —  0  )ç',      0=^V!'<\l'  —  0'(p',      —  =  — . 

Pour  que  ces  deux  fonctions,  dont  l'une  ne  dépend  que  de  jc  et 
l'autre  ne  dépend  que  dejK,  soient  égales,  il  faut  que  chacune  d'elles 

soit  égale  à  une  constante  A.  De  —,  =  A   on  -tire  ct  =  Aç  +  B,   ou 

(jj"  =  iA.(pf'  +  iT>f';  d'où 

ip'  =  A9^  +  2B(p  +  C; 
on  aura  de  même 

f  =Alj;='  +  2B,i|;  +C,. 

Pour  que  ces  valeurs  vérifient  l'équation 

?;_i:;_2?^  =  o, 

il  faut  que  l'on  ait  identiquement 

(2Aç>  +  aB)(ip+<|^)  —  aAç^  —  4Bç  —  aC 

=  (aA4*+2B,)(?'  +  (l^)  — 2A|*-4B,tj>  —  2C, , 
ou 

2B}  —  aB'f  —  2C=  aB,^  —  2B,i|  —  aC,, 

ce  qui  exige  que 

B  +  B,  =  0.     et     C  =  C,  . 

lome  VI  (a'  série)  —  OcTOHEt  1861.  'l4 
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Donc 

tp' =  A9^+ 2By +  C,     <l>' —  A^''  —  2B^  +  C. 

Désignons  par  «o  et  a,  les  deux  racines  de  l'équation 

A(p^  +  2B(p-<-C=:o; 
celles  de  l'équation 

A|=  —  2Bij;4-C  =  o 

seront  —  ûq  et  —  a, .  On  aura 

_i r  ?'   _    f'  1 


A(f —  «»)(?  — «.)  '  A( 

d'où 


A   fl„— a,) 


=  ^  +  P, 


/j  étant  une  constante  arbitraire. 
Soit  A (^0  —  Cl,)  ^=  2m,  il  vient 

If  — a,  '       "  e'"(-f+A')  _  e-"'(-^+^) 

On  aura  de  même 

et,  par  conséquent, 

_  (a,_fl„)[e'"(*-i-r+/'-+-9)_e-"'('-t-^-<-/'  +  ?)] 

On  voit  par  là  que  si  l'on  prend  pour  ç),  et  pour  <1^,  des  valeurs  de 
même  forme,  déterminées  par  les  équations 

(f,\  =  fKf]  -t-  2h(f,  +  c       et       <]/^  =  n<]^]  —  -ilyi^^  +  c, 
a,  b  <;t  f  étant  des  constantes  quelconques,  \v,  rapport  ~ r-  sera  égal 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  34? 

^1  une  fonction  de  x  -h  j,  multipliée  par  le  produit  de  deux  fonc- 
tions, l'une  dépendant  de  jc  seulement,  l'autre  de  r  seulement;  par 
conséquent  l'équation  (2)  sera  vérifiée. 


VI. 

Soit  maintenant 

/ 


df       df         1  m 
dx        dy 

d'où 

\_df^  l   df  _ 

f  dx        f  dy  ^  ' 

ou 

rf.rL/— rafj:-+-r)l         d.VLf—  m{x+  y)\ 

1 ^— -^  =:=   O 

dx  dy 

Il  en  résulte 

L/-  m[x  +  r)  =  S[JC  -  j),     OU    /=  e"'t'^'''.f,  (x  -  7 
Mais 

,         du        du 
^         dx        dy^ 
donc 

4.[u^e"'^''-^J'^^,ix-y)]        d.[u  — e'"<^''+''' ^.(x  -  y)] 


dx  dy 


=  O, 


i,  {x  — j)  étant  la  dérivée  de  2^0  (^  —  J")-  Donc,  si  sr  et  ô  représen- 
tent deux  fonctions  arbitraires,  l'une  de  x  +  jr,  l'autre  de  j:  —  ^,  on   - 
doit  avoir 

M  =  sr(j:  +  j)  —  e"'''^'^-^'5(j:  —  j). 
Soient 

X -h  j  =  a,        x—  r  =  jS; 
l'équation 


d' u  du  du 

dx  dy         dx  dy 


44- 
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devient 


Mais 

donc 

(ai) 


-3-  =:  ro    —  7726       7,        -— ;  =  CJ    —  '«   «       7, 
«a  rfx- 

<^«  mac/  '^''^  „'"«  û" 


—  e"'°'ô)(nr"  —  /n*e"'='Ô  4-  e"'='5")  =  ct''  —  its' me'"'  6 


Ordonnons  par  rapporta  e"'"  : 
izszs"—v!"  —  2sr')  —  e""^{'^"^  +  ^0 m-—  27s'0 m  —  6zs'^i  —  n  9") 

Différentions  par  rapport  à  ^,  et  divisons  tous  les  termes  par  e'""  : 

{■2ts' m  -h  ÔCT''  —  5t"  —  m-sr)  9'  +  zs9"' 

4-  e"'«(5'5"—  55'"  -  I  iw59')  +  6  5^  O'e"""-  =  o. 

Différentions  de  nouveau  par  rapport  à  |3  : 

(2ct'/m  -f-  ôro*  —  zs"  —  in^zs )0"  +  zsO" 
_^gm..[5"2_55,v_,^^^5,s  -4-55")]  +  6e^"'^(5^5"  +  ^55'=,=  ... 

Multiplions   la  dernière  équation  par  0',  la  précédente  par  $",  et  re- 
tranchons l'un  de  l'autre  les  deux  résultats  ;  il  vient 

-a(5'5"'-5"5"')-t-e""-'[5(5'5'^  -0"0"')-+-  i2aO"\  -  6e'""\7.00"  =  o, 

ou 

(CT-  Oe'"''){ô'0"~0"0-"  -  i29"e'"")  =  o. 
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Or  CT  —  e"'",  qui  n'est  autre  chose  que  m,  ne  peut  être  nulle,  donc 
le  second  facteur  doit  l'être.  Mais  5  et  ses  dérivées  sont  des  fonctions  de  jS: 
donc  pour  que  ce  second  facteur  soit  nul  identiquement,  il  faut  que  la 
constante  m  soit  nulle,  c'est-à-dire  que 

M  =  S7(  X-+-  r)  —  0{x  —  j). 

Cette  condition  détermine  les  fonctions  nr  et  Ô,  ainsi  que  les  fonc- 
tions 135  et  ij>.  D'abord  l'équation  (-21),  si  l'on  fait  m  =  o,  devient 

(22)  (ar-  e)(sT"  +  e")=:ro"-  0'^+  2(w-5f. 

De  cette  équation  on  tire 

„, (ci  —  9)[2ra'5j"  -f-  6cj'(a  —  a)-]  —  ct'[ej'^  —  V'  +  i[z!  —  6  ;■] 

si'"                          21  CT  —  9)m"  —  (ci''  —  9")  -h  4(cj  —  9)' —  I273(a  —  9)' 
—7  —    I  2  57  =  


L'équation  (  22)  ne  changeant  pas  quand  on  change  zs  en  5  et  6  en  ro, 
on  aura  de  même 

9^'  _         a  _  —  2  (ci  — 9)9"  +  g"  — 9'-  — 4  (CI  — 9)'— 129 ( CI  —9 j' 
9'  ~  (ci  — 9)-  ' 

et,  par  conséquent , 

^_  125j_   Z^'  _   ,2Ô^  ^2,:ci-9)(ci"  +  6")-2(ct"-9")-4(ci-9)^ 
ci'  \9'  /  (ej_9)= 

Le  second  membre  est  uid,  en   vertu  de  l'équation  (22);  donc  les 

ci'"  9'" 

fonctions  ~ I2î3:et-^  —  i29,  qui  ne  dépendent,   la  |)remiere  que 

de  a,  la  seconde  que  de  fi,  doivent  être  égales  à  une  constante  A.  Soit 

—  —  I2CJ  =  A,     st"'=  i257cr' +  Act',     st"=:  6ct° -4- Arar-i- -: 
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inuitiplions  par  asr',  et  intégrons  de  noiive;iii  : 

37'=  =  423'  -t-  Asr=  +  Bw  +  C. 
On  aura  de  même 

9'=  =  /^Q»  ^  Ad--hB,e-h  C,. 
Ces  fonctions  ns  et.  6  devant  vérifier  l'équation  (vsa),  on  doit  avoir 

(ro-eW6sT2  +  An  +  -  +  65=  +  AÔ+- 

^  '    \  2  2 

=  4ro'-t-A5y-  +  Bsy  +  C—  46'  -  Aô"  -  B.ô  -  C,  +  2  (es  -  9V. 
Si  l'on  développe  cette  équation,  elle  se  réduit  à 

^^^•(t7+e)  +  c-c,  =0, 

^e  qui  exige  que  B  =  B,   et  C  =  C, . 
On  doit  donc  avoir,  en  définitive, 

nî'^  =  4ra'  + As7=-+-B5r4-C     et     6'=  =46' +  AS'' -^  BÔ  +  C. 

Donc  6{.r)  est  égale,  soit  à  zs  (jr),  soit  à  za  (— .r),  et  la  fonction  cr  est 
«loublement  périodique,  ayant  un  infini  double. 
Maintenant,  la  condition 

donne 

(/a        'lu  , ,        ,        , 

-  +  -  =  a«(x  +  j), 

el  par  conséc|uenl 


f)r  on  a 
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Donc 

et,  de  même, 

Egalons  ces  deux  expressions,  et  divisons  par  ,  les  deux  mem- 

bres de  réquation  ainsi  obtenue;  il  vient 


En  différenliant  par  rapport  à  x,  on  a 


+  1?  +  ^')'  (?  +  '{')'  {?  +  '!') 


-+■  O  ,  .  ,,  —    12 


(^+4-)        if+i'y        (?+']')'       (ï+^-r        (?+4')' 

Posons,  pour  abréger, 


et  différentions  de  nouveau  par  rapport  à  jc  : 

'4'"        ,      yr.     ?'^" 


36  —51—.  -  .  •>.  ,^^-^  +  '^G 


|(P -(--]/)'  '((f-f-il/V-  (ç-l-i) 
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Substituons  à  — — -î-1-  sa  valeur  trouvée  ci-dessus  : 


36 


?'^'° 


Doue 

Donc 

ç' rf.r         lB';(p^-^}/)  (?  +  ■'}')'  (?+■■*')'         (ï  +  4'J^  {f-^'^'f 


?'(?+^)'          (î+^)'         (y+4')*  (?+4'^'         ('c+'l')' 

d'où 

Si  l'f)ii  pose 

l'a  —     ' 

ou    HIUV) 

fU  cliau^eaut  dans  récjualiou  piécédente  ç  eu  ij>  et  ij;  en  (p.  Ainsi 


-  1  —  =  6?^"-'''"  —  6 ^" ~ '^"  -  6  ^~'^  r?^  —  /j  -^  -(-  3 


.^). 


'I'"  o        'l'' 


-3 


7  +  41         (<p  + 
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et 


f  (/r  if  +  W        if-^W  '      (?  +  4)lf      "*  f-i--^^^  {^~h^) 


[ï-4^ 
L+         ï  +  ^ 


T  q      ? 


-3 


Donc,  en  ajoutant, 

<p  rfz  ■^    fit  c     9  —  '^ 


-w\' 


t-l.l^  =  -6r^^^\h-6-^+6 


?  +  4'         (f  +  ^-n 

Le  second  membre  est  nul,  en  vertu  de  l'équation  (24);  or  z  et  y 
ne  dépendent  que  de  x,  <  et  (|/  ne  dépendent  que  de  y\  donc,  si  l'on 
désigne  par  h  une  constante, 

ta    dz  T  ,  A)    dt  o  / 

!Sj    dx  li    dy 

Si  l'on  intégre,  il  vient 

z         3  è                        ?'  <p"  —  ?  ?'"        o  f    <  / 

-  = l-iaa,       ,,         =  jotp  +  12  ctffiy, 

jp  (S  ^"  '  '    ' 

^  =  ôaç^  +  3^çi  +  c,     y"  =  2rt(p^  H (p^  +  C9  +  -» 

et  enfin 

y'*  =  fl(p*  +  69'  +  cç*  -h  df  -h  h. 

On  obtiendra  de  même 

(j>'=  =  rt,  tj;*  —  ^(j;'  +  C,  (j>^  -+■  d,^  +  II, . 

Substituons  maintenant  les  expressions  trouvées  dans  l'équation  (24), 
après  avoir  chassé  les  dénominateurs  de  cette  équation,  ce  qui  donne 

f[î'"'(<P  +  1')'  —  ^?V' (?  +  +)+ 6(p"l  =  <p'[f"(9  +  ij;)'—6|Y'('P  +  "l')  +  64."j; 
Tome  VI  fa'  série)    —  Octobre  i8Gi.  4^ 
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quand  on  aura  fait  cette  substitution,  on  pourra  diviser  tous  les  termes 
par  (f'y,  et  il  restera 

-+■  6(7(p*  +  6/^9'  -+-  6c(f^  -+-  6cl<p  +  6h 
=  (6rt,di'—  3b'^  -\-c,)i(p  ~h  <]iY  —  {iia,']i^—  C)b'\i^-h6c,<\i  -^  3f/,)(9  +  ii>) 

-h6afi\t*—6bi\i^-h6c,i!fi^-h6d,'}^-+-6h,. 

Si  l'on  développe,  il  vient,  toutes  réductions  faites, 

6rt(p^i|;^  -h  c  [f'^  -h  <\>- )  —  l\C(pi\i  -+-  3(i{(p  —  <\i)  +  6h 
—  6a,(p^(];^  -I-  c,  (9*  -h  |-)  —  4c,if(j;  +  3rf,  [^  —  (p)-h  6//,, 

ce  qui  exige  qu'on  ait 

a  ^=  a,,     c=^c,,     d  T=  —  df,     h  =^  h,. 
Donc 

(f,'^=a(p*-hbf-hC(p^-{-d'f-hfi      et      ^"'=a<l^' —  b<\>^+ c]/^  -  d<\>  + h. 
\jA  fonction  y  est  déterminée  par  l'une  des  deux  équations 

di 
et 


=  ^a<^''  -^  h^^  -V-  C(f  +  d<^  -\-  h 


^  =  —  v'<T9*  -+-  ba^'^  +  fç*  -t-  r/ip  +  A. 

Nous  désignerons  la  première  fonction  par  y  (jf),  la  seconde  sera  alors 
y( — x).  La  fonction  ■]f  aura  pareillement  deux  valeurs,  qui  seront 
—  9{T)  ^'  "?( — ^)-  i^oi^s  pouvons  supposer  que  la  fonction  9  se 
réduit  à  zéro  poui-  la  valeur  zéro  de  la  variable;  celte  fonction  est 
d'ailleurs  une  fonction  doublement  périodique,  aux  périodes  (.)  et  w',  et 
nous  désignerons  par  M  la  somme  constante  des  deux  valeius  de  la 
variable  qui  donnent  à  9  la  même  valeur. 

Nous  savons  que,  les  fonctions  ç  et  ij<  étant  ainsi  déterminées,  u  est 
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égale  à  la  somme  de  deux  fonrtions  dépendant,  l'une  de  ,r+^  seule- 
ment, l'autre  de  jc  —y  seulement,  et  nous  avons  vu  que  ces  deux  fouc- 
lious  doivent  être  doublement  périodiques,  ayant  un  infini  double,  et 
leurs  périodes  étant  évidemment  les  mêmes  que  celles  de  la  fonction  çp. 
Nous  allons  achever  de  déterminer  ces  fonctions. 
La  fonction  u  peut  avoir  quatre  valeurs  : 

—  i{^)'î[y)        y'(-^)?'(— .r)  T'(-'^^)?'(.r)  —  ?'(— ■^)'?'(— r) 

[?(-)-î(j)f      [ïW-TÎ-r)?'      [t(-^)-t(7)]''      [?(-x)-ç(-r)? 
Soit 

^  =  v'/s7'  +  AsT^+Bcr  +  C      et      ^^  =  v4^' +  AÔ=  +  Bô  +  C, 

rfa  rfp 

de  sorte  que  5  (/S)  =  s?  (/5),  et  supposons  que  tz  se  réduise  à  zéro  pour 
la  valeur  zéro  de  la  variable.  Nous  allons  voir  que  si  l'on  pose 

u  ^  7S ix  -\-  y  -\-  m  •'  —  7s  [x  —  J  -\-  "i,), 

ou   |)eut,   pour   les  quatre  valeurs  de  u,  déterminer /«  et  m,,  de  telle 
sorte  que  cette  équation  soit  vérifiée. 
Soit  d'abord 

—  ?'(-^)y'(r) 
[?{^)-î(r)?' 

Si  l'on  regarde  .r  comme  seule  variable,  n  change  de  signe  quand  ou 
remplace  .r  par  M  —  jr.  Cette  fonction  a  quatre  zéros  simples,  qui  sont 
,        ,/      \       1      .   .     1-        MM         w     M         w'     M         w-+-w'  , 

ceux  de  «•  (x),  c  est-adu'e  —,  — l — » 1 ? 1 »  car  les  in- 

'^  222222  2 

finis  de  (p  donnent  à  la  fonction  une  valeur  finie.  Elle  a  aussi  deux  in-. 

finis  doubles,  qui  sont  x  =:  j-  et  .r  :=  M  —  ;\ 

Si  l'on  regarde  r  comme  seule  variable,  u  change  de  signe  quand  on 

I                     1,,             o        '              ^                M     M        w     M       w' 
remplace  r  par  M  —  r.  Ses  zéros  sont  encore  — i 1 — >  — I ,    et 

'  '       '  -^  2  2  2         2  2 

M         «  +  «'  .    ^    . 

h  :ses  uilims  r=a:et  r=M  —  x. 

2  9  -^  -' 


Si  l'on  considère  maintenant  la  fonction 

v^  z!!{x  -\-  y  +  in)  —  îjf.r  —  >"-t-  m,). 


45. 
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quand  on  y  remplace  x  par  M  —  x,  on  a 

('  =  CT  (  J-  —  j:  +  M  +  772)  —   ET  (  M  —  X  —  J  +  /7i,  ). 

La  fonction  n'aura  fait  que  changer  désigne,  si,  N  représentant  la 
somme  constante  des  deux  valeurs  de  la  variable  qui  donnent  à  b  la 
même  valeur,  on  a 

M  +  m  +  m^  =  N. 

Quand  on  remplace^  par  M  —  y  ^  on  a 

t'  =  C7  (  M+  m  +  X  —  y)  ~  u  [x  +^7-  —  M  +  ;72,  )  ; 
la  fonction  n'aura  fait  que  changer  de  signe,  si 
M  +  m  —  77J,  =:  o. 


De  là  on  tire 


m  = M      el      7/7,=  — 


Si  l'on  regarde  dans  t»,  x  comme  seule  variable,  v  a  quatre  zéros  don- 
nés par  la  condition 

J^'-l-J" +  /7î=N  —  0'+^— 7/7,  +  /w -K  A'oj',   ou    10:  =  M  +  Aco  +  Âf'o/; 

donc,    abstraction   faite  des    multiples  des  périodes,  les   zéros   sont 
M     M       0)    M       u'    M        w  -(-  w' 

2222  22  2 

Si  l'on  regarde^  comme  seule  variable,  les  zéros  sont  donnés  par  la 
condition 

X  -f-  J  -t-  771  =  .r  — J  -t-777,  +  Aoj  -I- A-''jj',      ou     2J-=  M  +  Aoi  -I- A'  './; 

donc,  en   faisant   abstraction    des    mulliplos    des  périoilcs,  les   zéros 

M    M       «    jr       m'      m      w  +(.)' 

sont  —  »  — \--: 1 —  et  — I 

22       22        2        2  2 

[,a  fonction    c   a   deux    infinis  doubles,    donnés   par  la    condition 

N  IN 

X  +  J  +  m  =^  — -\- k'ii  +  k' ',>',     ou     x—j+nitr=  — t- Am -l- A''./. 
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D'où,  en  remplaçant  met  m,  par  lenr  valeur, 

jr'  =  M—  r     et     a:=:zj. 

Les  fonctions  u  et  i'  ayant  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis  sont 
égales  à  un  facteur  constant  près,  que  l'on  peut  toujours  supposer  égal 
à  l'unité. 

La  seconde  valeur  de  u  se  déduit  de  la  première,  en  changeant  le 
signe,  et  remplaçant  j  par  —  j  ;  la  troisième  se  déduit  aussi  de  la  pre- 
mière, en  changeant  le  signe,  et  remplaçante;  par  —  x;  enfin  la  qua- 
trième s'en  déduit  aussi,  en  changeant  .r  en  —  ^  et  y  en  —  j.  Donc,  si, 
pour  abréger,  on  pose 


R  =  ^fl(p*  -I-  b(p''  -h  C(p''  -h  df  -t-  //, 


les  quatre  valeurs  de  u  seront  déterminées  par  le  tableau  suivant  : 

,"     ^^=R,        f  =  -S,     n  =  ^(.r^r^l-M)-.(.r-j^^' 
dx  dy  \  ■  2  /  \  -^  2,, 

d.T  dy  \  -^  2  /  \  ■  2 

La  fonction  u^  sera  déterminée  par  des  équations  de  même  forme. 
Mais  pour  que  la  différence  iif  —  u  se  réduise  à  une  fonction  de  r  -+-  y\ 
sans  que  «,  et  u  soient  identiques,  il  faut  évidemment  que  u  soit  dé- 
terminée par  la  première  ou  la  quatrième  formule,  et  que  /<,  le  soit  par 
l'une  des  formules  correspondantes,  les  fonctions  sr  étant  les  mêmes 
dans  l'expression  de  u  et  dans  celles  de  «i,.  Il  faut  donc,  en  définitive, 
et  il  suffit,  que  ^[j)  —.  —rf  (  )  ),  que  1,  { jr)  =  —  y,  [j],  et  que  ç  et  y, 
soient  des  fonctions  doublement  périodiques,  aux  mêmes  périofles, 
ayant  deux  zéros  et  deux  infinis. 
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Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  aura,  en  désignant  par  zs  nne 
fonction  doublement  périodique  aux  mêmes  périodes  que  (p  et  (p,,  se  ré- 
duisant à  zéro  pour  la  valeur  zéro  de  la  variable,  et  ayant  un  inBni 

double—,  en  désignant  aussi  par  M  la  somme  constante  des  valeurs  de 

la  variable  qui  donnent  à  q?  la  même  valeur,  et  par  M,  la  quantité 
analogue  pour  ip,,  et  supposant  enfin  que  y  et  (j?,  se  réduisent  à  zéro 
pour  la  valeur  zéro  de  la  variable  : 


Donc  l'équation  (3)  sera  vérifiée 


Vil. 


Soit  ô  ( j:  -H  j")  une  fonction  doublement  périodique,  ayant  les  mêmes 
périodes  que  la  fonction  zs  considérée  ci-dessus,  et  se  réduisant  à  zéro 
pour  jr  -I-  j^"  =  o  et  pour  x  +j  =  M  +  M, .  Il  est  facile  de  voir  que  les 
fonctions 


\      /,„,■,,     et     7s{x+r-\ M,     — CTJT-i-r-i 


M 


ont  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis.  Donc,  si  A  représente  une 
constante. 

Si  l'on  intègre  par  ra|)port  à  j,  il  vient 

A 


^  +  ^.(X)  = 


Si   l'on  intègre  de  nouveau  par   rapport    à   .r,  et  si  l'on  désigne  par 
F(.r -H^)  une  intégrale  du  secojid  membre,  il  vient 

L (9 -^  ^)  -  E (9>,  4- <];,)  +  ^'^2 (.r ) -+- .^, (  j)  =  F(a- +  j) 
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ou 

Cette  équation  nous  montre  que  si  les  valeurs  Je  ip,  i];,  ç»,  et  i|i,  déter- 
minées ci-dessus,  et  qui  nous  fournissent  la  solution  la  plus  générale 
de  l'équation  (3),  peuvent  aussi,  sans  nouvelles  restrictions,  vérifier 
l'équation  (2),  il  faut  que  la  fonction  de  x  -h  j  qui  figure  dans  cette 
équation  soit  de  la  forme  e  ''"^-'\  Y  {x  +  j")  ayant  pour  dérivée  une 
fonction  doublement  périodique,  aux  mêmes  périodes  que  (f  et  <p^,  et 
dont  les  infinis  sont  M  et  M,.  Nous  allons  voir  que  cette  condition  est 
suffisante. 

Soit 

Les  fonctions  #,  et  #,  se  déterminent  en  remplaçant  jc  ou  j'  par  des 
constantes  p  et  q  ;  i\  vient 

_  ?('^)  — ?(r)  .  ?i('^) -?'(?) ,?'(;')  —  ?.(/).  y  (f)  — y (?i  ^-f(.p^^). 

ç,(x)  — y,(/)      <p(x)  — (p(7)       <f{p)-~<f{r)      >f,[p)  —  :f>{q) 

Le  second  membre  est  une  fonction  doublement  périodique,  dont  les 
périodes  sont  &j  et  w';  il  en  est  de  même  du  premier.  En  effet,  la  fonc- 
tion F' {jc -{- y)  étant  doublement  périodique  aux  mêmes  périodes, 
on  a 

F(j:-f-  r +  Kw-+-  K'w')  =  F(a:  + j)  +  KF(w)  +  K'F(w'). 

Si  donc  on  remplace  a-  par  x  +  Ru-+-K'w'  et  7  par  7 -<-K,w4- K',  w', 
l'exposant  de  e  devient 

Fi'x  +  j)  +  (K  +  R,)F(w)+  (K'  +  K',)F(w')-  F  {x  +  r/)  -KF(w) 

-  K'F(o/)  -F{j  +  p)-K,  F(«)  -  K',F(«'j, 
ou 

F(x+r)-F{x-hq)-  F(/j+jr). 
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Donc  le  premier  membre,  ne  changeant  pas  quand  on  augmente 
:r  et  j  d'un  multiple  quelconque  des  périodes,  est  doublement  pério- 
dique. 

Le  second  membre  a  trois  zéros,  ce  sont  :  JC  =  M  —  j,  x  —M,  —  q, 
J  =  ^I|  —  P-  Le  premier  membre  admet  les  mêmes  zéros  et  n'en  admet 
pas  d'autres.  En  effet, soit  A  le  point  qui  correspond  à  la  valeurM+M, 


de  la  variable;  soient  M  et  M'  les  points  qui  correspondent  aux  valeurs 
z  et  M  +  M,  —  z  de  cette  variable;  la  droite  MM'  passe  par  le  milieu  B 
de  OA,  et  la  fonction  F'  prend  la  même  valeur  en  deux  points  de  OM 
et  de  AM'  en  ligne  droite  avec  le  point  B,  car  la  somme  des  valeurs  de 
la  variable  correspondant  à  ces  deux  points  est  M  +  M,.  Or  on  peut 
former  l'intégrale  F(M  +  M,  —  z)  soit  en  parcourant  la  droite  OM', 
soit  en  parcourant  le  contour  OAM'.  La  droite  OA  donne  F  (  M  +  M,)  ; 
puisque  F'  passe  par  les  mêmes  valeurs  quand  on  va  de  A  en  M'  el 
quand  on  va  de  O  en  M,  et  que  dz  a  des  signes  contraires  dans  les  deux 
cas,  l'intégrale  obtenue  en  allant  de  A  en  M'  est  —  F(z.).  Donc 

F(M  +  M,  -z)=r  F(M-4-M,)-  V{z). 

Il  en  résulte  que,  F  devenant  infinie  pour  z  =  M  el  pour  z  =  M, , 
la  fonction  F(z)  a  des  valeurs  de  signes  contraires  pour  des  valeurs 
de  z  très- peu  différentes  de  M  et  de  M,.  Donc,  si  F(M,)  =  +  ao  , 

F(M)=  -00. 

l-a  ff)nclion 

/(.--(-.r)-F(x-H,)_F(rH-A') 

.se  réduit  donc  à  zérf)  pour 

X  -hj  =  M,     X  +  cj  —  M,     et     f)-hj  =  M,; 
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d'ailleurs  F',  et  par  conséquent  F,  n'a  pas  d'autres  infinis;  donc  les 
zéros  du  piemier  membre  sont  les  mêmes  que  ceux  du  second.  On 
voit  pareillement  que  les  infinis  sont  aussi  les  mêmes;  donc  les  deux 
fonctions  sont  égales  à  un  facteur  constant  près. 

Nous   pouvons  résumer   ce   qui  précède  en  énonçant  le  théorème 
suivant  : 


Poui  que  l'équation 


§{x  +  ))  = 


F,(^)/(.r)  +  F.(x)/(j) 

r3(^)/.(r)  +  F,(x)/,(/) 


soit  véiifiée,  quelque  valeur  que  l'on  attribue  aux  variables  jc  et  j-,  il 
faut  et  il  suffit  : 

1°   Uue  „  ,   .  =  —  T-T— r  et  que  =  — 

i"  Que  ces  fondions  J  ,     »  etc.,  soient  des   fonctions  doublement 

périodiques ,  aux  mêmes  périodes,  ayant  pour  zéros ^  la  première  zéro 
et  M,  la  seconde  zéro  ei  M,  ; 

3"  Que  '!?(.r  + _jy)  =  e  '-'''^^\  y {x  +  y)  ayant  pour  dérivée  une 
jonction  doublement  périodique  aux  mêmes  périodes  que  les  précé- 
dentes., et  dont  les  injinis  sont  M  et  M,. 


VIII. 
Considérons  maintenant  l'équation 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

îifl_|_iizl 


Poiu-  qu'elle  soit  vérifiée,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x  et  aj-, 
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il  faut  d'abord  que 

y(j)  _  _  ■^M 

et  que 

conditions  équivalentes. 

11  faut  en  outre  que  y(x)*  et  V^    ,  soient  des  fonctions  doublement 

périodiques,  aux  mêmes  périodes.  Pour  que  (p{xy  soit  doublement  pé- 
riodique, il  faut  que  f  [x)  le  soit  également,  et  si  w  et  w'  sont  les  pé- 

j-iodes  de  9,  celles  de  9*  seront  -  et  w'.  Mais  si  9^  est  nulle  pour  j:  =  o, 

elle  l'est  aussi  pour  x^-i  donc  ç  doit  l'être  pareillement.  D'autre 

part,  f*  reprenant  la  même  valein-  pour  x  et  pour  x  -\-  ->  f{x)  doit 

être  égale,  soit  à  f(x  h — )>  ce  qui  supposerait  que  les  périodes  de  (p 

sont  w'  et  -)  contrairement  à  notre  hypothèse,  soit  à   —  «pfx  -f-  -)• 

Mais  la  sonune  des  zéros  de  <p  est  -■■,  donc 

'  2 

?  (•^  +  ")  =  ?(-^'); 

donc 

(p[x)=  -  cp{~x). 

La  fonction  «p  est  donc  une  fonction  doublement  périodique  ayant 
deux  zéros,  et  elle  change  seulement  de  signe  quand  la  variable  change 
de  signe. 

Cela  étant,  —,  est  aussi  doublement  périodique  aux  périodes  ou'  et  -• 

Elle  se  réduit  à  zéro  quand  9  est  nulle,  c'est-à  dire  pour  zéro  et  -1  et 

quand  9  est  itifiiiic,  c'est-à-dire  pour  ^  et  "      "  •  Donc  la  sonuiir  de 

ses  zéros  est  — • 
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(p  sera  donc  une  fonction  donnée  par  l'équation 

g  et  k  étant  deux  paramètres  arbitraires,  cp  se  réduisant  à  zéro  pour 
X  =  o,  et  la  valenr  correspondante  du  radical  étant  i .  Quant  à  4'(^)) 
elle  sera  donnée  par  l'équation 

m  étant  luic  constante    déterminée   par   la   condition    m^  = —,\  car 

— — ;  = 7-7 — -T-  =  _llLl-  donc  pour  qne  — — -=  ©(  r)^R",  il  fa 


ut 


que  —  =  K*. 

Soit  maintenant^  (a?  ~hj)  =  e  ^^"^^^  d'où  F'  =  —  •  Nous  savons  que 
F'  doit  être  une  fonction  doublement  périodique,  ayant  les  mêmes  pé- 
riodes que  çi"  et  -^j  et  devenant  infinie  pour  les  valeurs  zéro  et  —  de 
la  variable.  Cette  condition  sera  remplie  si  l'on  a 


f{jc+j)  =  (p(x  +j+'^y 


Il  est  facile  en  effet  de  vérifier  que,  si  l'on  représente  par  <p  une  fonc- 
tion elliptique,  déterminée  comme  il  a  été  dit  ci-dessus,  on  a  toujours 

?  (-^  +J  +  7  j  =  '"  - — -^ — j^ — ^  ^       - 


Les  zéros  des  deux  membres,  dans  chaque  parallélogramme  élé- 
mentaire, sont 

j^  +  _j     et     jr=.-~(j-+^y 

46... 
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et  les  infinis  sont 


a: -h  y  =  o     et     a'+r  +  — =  -+— • 


IX. 

Il  nous  reste  à  considérer  l'équation 

<j)  '^(^+r)^F(x)/,(r)+/(x)F,vr) 

'  ^,(x-r)      F(^)/;(r)-/(^)F.(r) 

Soit 
d'où 

j£+2:)  =  ?_±i   ou   ^(ç,-^)  =  ^.(y  +  ^). 

En  différentiant  par  rapport  à  a?  et  par  rapport  à  j,  on  a 

^'  (?  -  l')  +  '^?'  =  -*',(?  +  '^ )  -f-  -i,  ?', 

i' {(p  -  (]/ )  -  #f  =  -  .f ,  (9  +  tj;)  +  3?,  f . 

Nous  éliminerons  /,  entre  ces  deux  équations  en  les  ajoutant  ; 

2.f'((p  —  (|()-H^((p'  —  (];')  =  ^,  (y'+  ij>'). 
Si  1  on  élunine  maintenant  ,f,  au  moyen  de  l'équation  (a),  on  a 
2^'(?'->j>=)  +  i(ip'-f)((p-f-t|;)  =  .:?((p  -<j^){(p'-h  f), 

Cette  équation  est  de  même  forme  que  celles  que  nous  venons  d'étu- 
dier ;  elle  détermine  pour  rp  une  fonction  elliptique,  définie,  comme  ci- 
dcssus,  par  l'équation 


=  gV('-T'H'-A-'9')' 
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et  l'on  doit  avoir 

'Mj)  =  'p(j)- 

La  fonction  —  doit  être  une  fonction  elliptique,  unpaire,  ayant  pour 

périodes  w  et  u'  ;  cette  condition  sera  remplie  si  #  est  une  fonction  ellip- 
tique, impaire,  ayant  pour  périodes  œ  et  2  m',  s'annulant  pour  les  va- 
leurs zéro  et  w',  et  devenant  infinie  pour  les  valeurs-  et  a>'H —  de  la 

variable.  Il  est  facile  en  effet  de  vérifier  que,  s'il  en  est  ainsi,  les  fonc- 
tions 

ont  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis.  Les  zéros  sont 

JC=-j     et     ar  =  ^  +  ^; 
les  infinis  sont 

x  =  j-     et     ûc  = j'. 
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NOTE 

SUR  VITE 

FORMULE  PROPRE   A  FACILITER   LE   DÉVELOPPEMENT 
DE   LA   FONCTION  PERTURBATRICE; 

Par  m.  V.  POSEUXi 


La  fonction  perturbatrice  correspondante  à  l'action  mutuelle  de 
deux  planètes  se  compose  de  deux  parties  dont  la  plus  importante  a 
pour  dénominateur  la  distance  mutuelle  des  deux  astres.  Quand  on 
développe  cette  fonction  à  la  manière  ordinaire,  chaque  terme  prove- 
nant de  la  partie  principale  renferme  les  demi  grands  axes  a  et  a'  des 
deux  orbites  dans  un  facteur  de  la  forme 


f/tiP  da'f 


on  la  quantité  B,     i^  est  détinie  par  l'équation 


rt'  +  rt '— 2rtrt  cos6)  =- 1>,     '  +  B,     I  cosy  +  D,     icosîo 


Le  facteur  dont  on  vient  de  parler  peut  être  regardé  comme  une 
fonction  homogène,  du  degré  —  i,  des  deux  variables  a  et  a'.  Pour 
facililer  les  réductions,  il  convient  de  l'exprimer  au  moyen  d'une 
fonction  d'une  seule  variable  et  de  ses  dérivées  successives.  Pour  cela 
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on  pose  [a'  désignant  la  plus  petite  des  deux  quantités  a,  ci) 


-  =  «, 
,  4-  a*  —  aacosS)         ''  =  -  b°    <_  -+-  b      ^cosQ  +  èj'_^i  cosaô  +  ..., 


en  sorte  que  b,'    1  soit  une  fonction  de  la  seule  variable  a. 
T  Ah — 

2 

On  a  alors  la  relation 

en  la  différentiant  successivement,  on  en  déduit  de  proche  en  proche 

df+P'  ( a''a"'  B 


les  valeuis  des  diverses  dérivées  partielles rfgy da'e' ^"  fonction 

db        ,     d-h        I 

lie  h      1,  2,  -,  etc.  Mais  on  peut  aussi  former  directement 

*  -I-  -  da  da? 

l'expression  de  chacune  de  ces  dérivées  à  l'aide  d'une  formule  qu'il 
me  paraît  utile  de  signaler.  Cette  formule  peut  s'écrire 


A--t-- 


aF  a'f  ■ 


daP  da'f 


dp+p' é-'^  ,  dp+p-'é-'^^ 

'^^^P-±l[p^p').P*p- 
— — X 


dP+P'-'  b 
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J  indiquerai  encore  à  cette  occasion  l'équation  suivante 

"''  "''  — ; -n-^ 

daP  dae 

'•)  (0 

dP*P'  b        ,  dP+P-'  b 

A-h-  A-t- 


+  -  (/^  +/*'+  'i-f')a.P+P'- 


dP+P'-'  b''' 


1  . 2       *^       '^  /  J-    ■  r  /  daP+P'~^ 

Dans  ces  formules,  les  nombres  entiers  positifs  />,  p  peuvent  se  réduire 
a  zéro;  k  peut  être  un  nombre  fractioiuiaire  quelconque  positif  ou 
négatif.  On  les  vérifiera  aisément  en  supposant  qu'elles  soient  vraies 
pour  des  valeurs  de/;  et  de/;'  respectivement  inférieures  à  de  certaines 
limites,  et  démontrant  qu'elles  subsistent  encore  lorsqu'on  augmente 
l'une  ou  l'autre  limite  d'une  unité. 

Les  deux  équations  précédentes  sont  comprises  d'ailleurs  dans  une 
formule  plus  générale  que  je  me  dispense  de  transcrire  ici  et  qui  sert 

r  •  1  du     d''  U        ^  ,  . .  , 

a  exprimer  en  jonction  de  a,  a,  -;-»  -7-71  etc.,  la  quantité 


lP~1  n'P~^ 


dP+P'  [al  a'i  u) 
daP  da'P        ' 


où  u  désigne  une  fonction  quelconque  du  rapport  a  =  -5  les  nombres 
r/,  <]'  pouvant  être  entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs 


-■ai  m^^^m^m 
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NOUVEAUX    THÉORÈMES 


CONCERNAXT 


LES  FONCTIONS  N  {n,  p,  cj)  ET  D'AUTRES  FONCTIONS  QUI  S'Y 
RATTACHENT  ; 

Par  m.  J.    LIOU VILLE. 


I .  Je  désigne  par  N  (h,  p,  c/)  le  nombre  des  décompositions  d'un  en- 
tier donné  n  en  p  carrés  dont  les  g  premiers  sont  impairs  et  à  racines 
positives,  tandis  que  les  (/j  —  g)  derniers  sont  pairs  et  à  racines  indif- 
féremment positives,  nulles  ou  négatives.  Celte  notation  a  déjà  été 
employée  dans  le  cahier  de  juillet,  où  j'ai  commimiqué  deux  théo- 
rèmes en  prenant  pour  ti  un  nombre  impairement  pair.  Ici  au  contraire 
je  supposerai  ti  pairement  pair,  savoir 


nî  étant  impair  et  a  pouvant  se  réduire  à  zéro,  mais  n'étant  jamais  néga- 
tif. Il  y  a  pour  ces  nombres  pairement  pairs  deux  théorèmes  tout  à  fait 
analogues  à  ceux  que  j'ai  donnés  pour  les  nombres  impairement  pairs  : 
on  y  verra  figurer  de  nouveau  les  fonctions  <^j,_{in),  p^{m)  que  je  dé- 
finis, comme  on  sait,  par  les  équations 

dans  lesquelles  le  signe  sommatoire  porte  sur  les  groupes  de  diviseurs 
conjugués  <Y,  c?  du  nombre  m  =  dâ. 

Théorème  I.  —  «  Soit  v  un  entier  donné  >  o  :  je  dis  qu'il  existe 
))  des  constantes  a^,  a,,  a^^...,  fl„_i  telles,  que  l'on  puisse  poser,  pour 
I'   tout  entier  impair  m  et  pour  tout  entier  a  positif  ou  nul,  l'équa- 
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tion 

B  le  signe  ^  portant  sur  5  dont  les  valeurs  sont  o,  1,  2,...,  v  —  1.  » 

Les  coefficients  «„,  rt,,  rtj,...,  rt„_i  sont  constants  en  ce  sens  qu'ils 
ne  dépendent  ni  de  m,  ni  de  a;  mais  ils  changent  quand  v  change. 
Cependant  on  a  toujours  «o  =  1 .  On  a  aussi  «,_,  =  lë""',  et  eu  gé- 
néral 

Au  reste  les  coefficients  n^  se  déterminent  aisément,  pour  chaque  va- 
leur donnée  de  v,  au  moyen  des  plus  petites  valeurs  de  i^'^^in. 
Pour  la  plus  petite  valeur  de  v,  c'est-à-dire  pour  v  =:  i ,  on  a 

Pour  V  =  2,  il  vient 

2^='Ç5(/n)  =  N(2"-^-//i,  12,  4)4-  i6N(a""''^«,  12,  81. 

Pour  V  =  S,  je  trouve 

2"«C,(m)  =  N(2"--^rt,  16,  4)  +  Io4N(a°'^^n,  16,  8) 

-4- 256N  fa'^""^" /«,  16,  12). 

Et  ainsi  de  suite.   On  voit   que  ces  équations  ne  commencent  (|u'à 
Çg  [m)  :  il  n'y  en  a  pas  cette  fois  pour  Ç,  [m). 

T/icoième  II.  —  «  Soit  v  un  entier  donné  >  o  :  je  dis  qu'il  existe 
»  des  cousianles  ho,  b,,  bj,...,  b,—,  telles,  que  l'on  puisse  poseï-,  poiu- 
■   tout  entier  impair  m  et  pour  tout  entier  a  positif  ou  nul,  l'équation 

■/'"■' (t)^{in)  =  y  /;,N{2''"*''rt/,  4v  +  2,  4j-f-  4), 
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»   le  signe  ^  portant  sur  s  dont  les  valeurs  sont  o,  r,  2,...,  y  —  1.    » 

Les  coefficients  bs  sont  constants  en  ce  sens  qu'ils  ne  tlépenclent 
ni  de  m,  ni  de  a;  mais  ils  changent  quand  v  change  :  cependant  on  a 
toujours  bg  =  i.  Au  reste  ces  coefficients  b,  se  déterminent  facile- 
ment, pour  chaque  valeur  donnée  de  v,  au  moyen  des  plus  petites 
valeurs  de   2"''"'' /h. 

Pour  V  =  I,  on  a 

a'"p2(A?j)  =  N(a"-^-(«,  6,  /^): 
Pour  V  =  2,  il  vient 

2^"j3,  (w)=:N(2'-'-*-%«,  10,  4)^4N(2"^%w,  10,  8). 

Poiu-  y  =:=  [^,  je  trouve 

2'^"f3,(;«)  =  N(2"^';«,  i/,,4)  +  44N(2"^%//,  i4,  8) 

+  i6'^{i'"^'m,  i4,  12). 

Et  ainsi  de  suite.  On  voit  qu'on  ne  commence  qu'à  p2  {m),  et  qu'il  n'y 
a  pas  d'équation  relative  à  p{in). 

2.  Nous  réservons  pour  un  autre  moment  les  applications  qu'on 
peut  faire  de  ces  formules,  déjà  très-curieuses  par  elles-mêmes.  Mais 
il  nous  est  impossible  de  ne  pas  indiquer  ici  quelques  conséquences 
qu'on  en  déduit  immédiatement  eu  les  comparant  entre  elles  pour  di- 
verses valeurs  de  a,  ou  bien  en  les  comparant  à  celles  qu'on  a  don- 
nées dans  le  cahier  de  juillet  au  sujet  des  nombres  impairement  pairs. 
Il  suffira  en  effet  d'éliminer  les  fonctions  Ç  ou  les  fonctions  p  pour 
avoir  des  rehations  simples  (et  partant  dignes  d'intérêt)  entre  les  seules 
fonctions  N. 

Prenez,  par  exemple,  dans  le  cahier  de  juillet,  l'équation 

Ç5  (m)  =  N  (am,  12,  2)  -I-  2a4N  (2///,  12,  6)  -+-  25GN  {im,  12,  10) 

47- 
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et  rapprochez-la  de  l'équation 

2'''':,{m)=zN{2'-^'m,  12,4)-+-  i6N(2°'^'/«,  la,  8)  : 

vous  en  conclurez  que,  quels  que  soient  m  et  ce,  les  deux  quantités 

N(2"^'m,  i2,/i)  +  i6N(2°'"^'m,  12,  8) 
et 

2^'''[N(2/n,  12,  2)  -H  224N(2?rt,  12,  6) -4-  256N(2m,  12,  10)] 

sont  égales  entre  elles. 

De  même  ou  n'a  qu'à  comparer  les  équations 

p^  [m)  =  N  (2m,  10,  2)  -h  64N  {-iin,  jo,  6) 
et 

^'<'p^  {m)  =  N  (2"^-m,  10,  4)  +  4N  (2="^'m,  10,  8), 

pour  en  conclure  que  les  deux  expressions 

N  (2"-^'^,  10,  4)  -+-  4N  (2"-^^«,  10,  8) 
et 

2''°'[N(2w,  10,  a)-t-64N(2//j,  10,  6) 

sont  toujours  égales. 

On  nous  dispensera  d'écrire  sous  leur  forme  générale  les  équations 
auxquelles  ces  considérations  conduisent. 

.>.  Nous  avons  désigné  par  N  («,  />,  7)  le  nombre  total  des  solutions 
tant  propres  qu'impropres  de  l'équation 

n  =  /«  -t-...+  i^-{-  wj-t-..  -+-  W/L,» 

ou  (nous  le  répétons)  les  entiers  i  sont  impairs  et  positifs,  tandis  que 
It's  entiers  rs  sont  pairs  et  indifféremment  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
On  |)0urrait  aussi  considérer  à  part  k-  nombre  des  soliuions  propres, 
c'est-à-dire  des  solutions  pour  lesquelles  aucun  entier  >  1  ne  divise  a 
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la  fois  i,,.--7  'V»"!)--!  ^p-ï-  Désignons  ce  nombre  par 

M{n,p,q), 

et  nons  aurons  pour  la  fonction  M  des  théorèmes  tout  à  fait  analogues 
à  ceux  que  nous  venons  de  donner  pour  la  fonction  N.  Il  n'y  a  qii'à 
substituer  dans  nos  formules  aux  fonctions  Ç^(;n),  p/j.{m)  d'autres 
fonctions  que  je  vais  définir  et  dont  l'une  du  reste  s'est  déjà  dans  le 
temps  présentée  à  nous. 

Soit  P  un  quelconque  des  diviseurs  premiers  de  l'entier  impair 
donné  m,  et  r  son  exposant  dans  m  de  façon  qu'on  puisse  écrire,  d'a- 
près une  notation  connue, 


puis  faisons 


et 


C'est  la  fonction 
qui  devra  remplacer 
et  la  fonction 


remplacera 

On  aura  donc 

Zj,-,  (m)  =  2  AjM  {im,  4v,  4  j  4-  2), 

le  signe  sommatoire  portant  sur  s  dont  les  valeurs  successives  sont  o, 
1,  2,...,  V  —  I,  et  les  coefficients  A,  étant,  pour  chaque  valeur  du 
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nombre  entier  positif  v,  les  mêmes  que  dans  la  formule 

Çj,,-,  (/m)  =  ^^•^î^  (^'"'  4v,  4-^  +  2) 

du  cahier  de  juillet. 

Avec  les  coefficients  B,  de  la  formule 

p.2,{m)  =  V  B^N  (2  w,  4v  -H-  a,  4'î  +  2\ 

on  aura  seuiblablen^eut 

R,„(/n)  =  Vb^M(2»2,  4v  +  2,  4.y  +  2V 

ici  ou  peut  avofr  v  =  o,  et  les  valeurs  de  s  sont  o,  1,  2,  3,...,  v  —  1 ,  v  : 
mais  B,,  =  o  dès  que  v  est  >  o. 

Aux  formules  nouvelles  données  dans  le  présent  article  pour  les 
fonctions  N  répondront  de  même  des  formules  concernant  les  fonc- 
tions M  où  figureront  les  coefficients  a,,  b^. 

Ainsi  l'on  aura 

a''-"'-^'^«Z,,+,  (/«)  =  V  a,U  (a^-^^n,  4v  -*-  4,  4^  +  4)  : 

l'entier  v  est  >  o;  le  signe  sominatoire  porte  sur  s  dont  les  valeurs 
successives  sont  o,  i,  2,...,  v  —  i. 
Ou  aura  pareillement 

i'"''K>,[m)  =  2]'''^M(2''"^'/»,  4v  +  2,  4j  +  4) 

avec  les  mêmes  conditions  pour  v  et  s. 

Restent  les  équations  entre  les  seules  fonctions  N.  Celles-là,  bien 
évidemment,  s'a|)pIiqueront  d'elles-mêmes  aux  fonctions  M  sans  qu'on 
ait  rien  à  y  changer. 

Ainsi,  par  exemple,  de  l'égalilé  des  deux  quantités 

N(2"  +  'w,  12,  4)  +  iGN(a"'^'m,  la,  8) 
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et 

2^"  [IS  (2/«,  la,  2)  H-  224N^2m,  12,  6)  -i-  2  56N  (aw,  12,  10)], 

on  conclura  que  ces  deux  autres  quantités 

M{2""^-/n,  12,  4)  +  i6M(2'''^-/n,  12,  8) 
et 

2"°' [M(27/J,   12,    2)+   224M(2?«,    12,    6)  +  256M(2m,    12,    lo) 

sont  aussi  égales. 

Semblablement,  de  l'égalité  des  deux  expressions 

N(2°'^'ra,  lo,  4)  +  4N  {l'^'^'^m,  lo,  8) 
et 

2^''[N(2m,  lo,  2)  4-  64N  (2/n,  10,  6)], 

on  conclura  que  ces  deux  autres  expressions 

M{i'-'^^m,  10,4)  H- 4»!  (2°' "*■'/«,  10,  8) 
et 

a''"-  [M  (2m,  10,  2)  +  64M  (a/«,  10,  6)] 

sont  égales  entre  elles. 

4.  Il  ne  sera  pas  inutile,  en  terminant,  de  rappeler  couunent  les 
fonctions  Z/i(?n)  sont  liées  aux  fonctions  Ç^(//2);  car  les  fonctions  R„(to) 
sont  liées  de  la  même  tnanière  aux  fonctions  fjy,[in).  Considérons  spé- 
cialement, parmi  les  diviseurs  de  m,  ceux  qui  s'expriment  par  un 
carré  D'^.  L'unité  est  toujours  un  tel  diviseur,  mais  il  peut  y  en  avoir 
d'autres.  Or  on  a 


et 


^z.iSj  =?.(-) 


^R,.   g     =p,(m). 
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le  signe  ^  portant  sur  tous  les  diviseurs  D*.   J'ajouterai  que  l'on 
pareillement 

On  a  même  encore 


mais  cette  dernière  fois  sous  la  condition  essentielle  de  9  >  o. 
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NOUVELLE  THEORIE 


FONCTIONS  DE   VARIABLES  IMAGINAIRES; 


Par  m.  Maximiliex  MARIE, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


QUATRIÈME  PARTIE. 


DES    ANGLES    IMAGINAIRES    ET    DE    LA    COURBURE     DES    COURBES 
ET    SURFACES    IMAGINAIRES.- 


CHAPITRE  IX. 
De  la  courbure  des  courbes  imaginaires. 

135.  Des  contacts  des  divers  ordres  des  lieux  plans  en  général.  — 
Deux  courbes  réelles, 

J  (a-,  j)  =  o     et     /,  (x,  j)  =  o, 

qui  passent  en  un  même  point  réel  [jc,  j],  ont  en  ce  point  un  contact 

de  l'ordre  «,  lorsque  ^7  -r^'-  •'  -7^'  tirées  des  deux  écniations  sépa- 

rément,  y  ont  les  mêmes  valeurs. 

On  serait  disposé  à  appliquer,  sans  nouvelle  démonstration,  le  même 
principe  aux  courbes  imaginaires  :  cependant,  outre  que  l'énoncé  doit 
en  être  complété  alors  par  une  restriction  spéciale  destinée  à  faire 
connaître  expressément  les  lieux  conjoints  auxquels  le  théorème  est 
applicable,  la  vérification  en  est  en  quelque  sorte  rendue  nécessaire 
par  la  composition  des  coordonnées  eu  parties  réelles  et  imaginaires, 

Tome  VI  (2"  série).  —  Octobre  1861  '|0 


378  JOURNAL  UE  MATHÉMATIQUES 

et  par  l'obscurité  qiii  s'attache  en  conséquence  à  la  notion  même  des 

coefficients  différentiels  -j-,  ^—^,  etc. 

«x     rl.v- 

Nous  croyons  donc  devoir  établir  directement  le  théorème  suivant  : 
Si  deux  équations 

/(,r,  j)  =  o,     /,  (,r,  j)=o, 

ont  une  solution  commune,  réelle  ou  imaginaire,  [  J^',  j] ,  et  qu'au  point 
correspondant,  ^5  Vi^»  •••)  ^7^5  tirées  séparément  des  deux  équa- 
tions, présentent  les  mêmes  valeurs,  les  lieux  partant  du  |ioiul  \.r,  j], 
qui  seraient  définis  par  les  équations 

f  (•ïNjr)  =  o     on    ./.  l-^'v7"  )  =  " 

et  par  une  relation  complémentaire  commune,  f  (a.,  ^)  =  o,  établie 
entre  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  .r,  auront  au  point  [.r,  j^]  tni 
contact  de  Tordre  «,  c'est-à-dire  que  .r,  et  j-,  désignant  les  coordon- 
nées réelles  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  lieux, -p-', -r^,  •  ■  •  ?  7^ — ^5 

ax,     dx]  [dxt)" 

auront  les  mêmes  valeurs  de  part  et  d'autre  au  point  comnuui  à  ces 
deux  lieux. 

11  suffira  pour  cela  d'établir  que 


et 


.1  1  1         .    .   I'     .  '^yi   '^  j'i  't  Xi 

auront   les  mêmes  valeurs  de  pari  et  tl  autre;  car  -r-i  —r-^i-  ■  •■>  —~ 

'  iiTi      a.r'  d.T" 


dx, 

d'x. 

d"x, 

dl' 

do? 

rfx" 

rfa' 

d\Y, 

•'     rfa" 

dépendant  de 

dx, 

d^x, 

rf"x, 

de  ' 

r/a=   ' 

■  '      rfa" 

et  de 

d'j.'  ' 

'      dy." 

auroni  par  suite  aussi  N'S  mêuies  valeurs  de  |)arl  el  d  autre 
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Or  la  loi  de  progression  de  .r,  étant  de  part  et  d'antre  réglée  par  les 
mêmes  équations 

.r,  =  a  +  /3, 

(p{a,fi)  =  o, 

les  dérivées  de  tous  les  ordres  de  .r,,  par  rapport  à  a,  seront  d'elles- 
mêmes  égales  de  part  et  d'autre;  de  sorte  que  la  démonstration  doit 
porter  seulement  sur  les  dérivées  de  /,  par  rapport  à  a. 

Mais  les  dérivées  de  j\,  par  rapport  à  a,  se  déduisant  de  celles  de 
j',  par  rapport  à  la  même  variable,  en  y  remplaçant  y'—  •  pai'  i?  ^ou\  se 
réduira,  en  définitive,  à  établir  l'identité  des  valeurs  de 

il)       d-y  d"r 

Th.'    lu-''"'    77^' 

tirées  séparément  des  deux  équations  proposées. 
Or 

d\i   r — \-       'lyd^-^    — - 


Th.  ~ 

dy 
TÏTc 

d^-y 

d\r 

d-j?  ■" 

dx- 

Ces  équations  montrent  suffisamment  que  les  dérivées  de  j,  par 
rapport  à  a,  ne  dépendant  que  de  celles  de  j  par  rapport  à  jc,  qui 
sont  supposées  égales  de  part  et  d'antre,  et  de  celles  de  /3  par  rapport  a 
or,  qui  sont  identiques,  seront  aussi  égales. 

On  pourrait  évidemment  substituer  à  la  relation  (p(a,  p)=:o  une 
équation  quelconque  entre  «,  p,  a'  et  Ci'  :  mais  la  démonstration  du 
théorème  montre  même  qu'à  une  relation  commune  (f  (a,/3)  ^  o,  on 
pourrait  subsHtuer  deux  relations  différentes  ij;(a,/5)  =0,  /(a,/3)  =  o 
qui  donnassent  au  point  [.r,  y]  les  mêmes  valeurs  pour 

d^      cP^  d^ 

da.       rfa^  d  a" 

154.    Des  contacts  des  divers  ordres  des  conjuguées,  de  même  ca- 

48.. 
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ractéristique,  de  deux  courbes  quelconques.  —  Le  théorème  précédent 
s'applique  de  lui-même  aux  conjuguées  de  deux  courbes 

/(.r,j)  =  o     et     /,  (x,j)=o 

qui  passent  en  un  point  réel  ou  imaginaire  commun  aux  de\\\  lieux. 
C'est-à-dire  que  si  deux  équations 

/(■^•O')  =  o     «'î    J\{^^f'  =  o 

ont  une  solution  commune  [  J^,  J']  et  qu'au  point  correspondant  les  n 
premières  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  aient  mêmes  valeurs  de  part 
et  d'autre,  les  conjuguées  des  deux  courbes,  dont  la  caractéristique 
serait  celle  du  point  [j",^'],  auront  en  ce  point  un  contact  de  l'ordre  ii. 
Car  la  condition  que  la  caractéristique  reste  constante,  fournira  une 
équation  |3'  =  ^ic  parfaitement  équivalente  àunecoiidilion  ç  {a,^")  =  o. 

155.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  détermine,  au  moyen 
des  fornniies  usuelles,  les  coefficients  A,  B,  R  de  l'équation 

(.r  _A)=  +  {j-Br  =  K% 

de  manière  que  cette  équation  admette  une  solution  réelle  ou  imagi- 
naire [x, /],  d'une  équation  f  [x,  jr):=o,  et  fournisse  de  plus,  au 

point  correspondant,  pour  -j-  et  -3-^5  les  mêmes  valeurs  que  donnerait 

l'équation  f[x^y)^o  elle-même,  les  conjuguées  des  deux  lieux 
auront  au  point  [x,  j']  même  centre  et  même  rayon  de  courbure. 

La  recherche  du  centre  et  du  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée 
d'une  courbe  quelconque  en  un  point  de  cette  conjuguée  revient  donc 
a  la  recherche  du  centre  et  du  rayon  de  courbure  de  la  conjuguée  du 
cercle  iinaginaire  osculateur  en  ce  point  à  la  courbe  proposée. 

De  sorte  que  la  question  des  courbures  des  courbes  imaginaires  est 
ramenée  à  celle  des  courbures  des  conjuguées  du  lieu 

{x-kf  +  (j-B)»  =  R=. 
Nous  devons  df>ii(:  coiumcncer  pai'  discuter  ces  conjuguées. 
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I3G.   Du  cercle  imaginaire.  —  Les  conjuguées  que  peut  représenter 
l'équatioi) 

{.X  —  a  —  a'  V  —  1  )^  +  (.)—/'  —  //  v'  —  '  y  =  ('■  +  '■'  V—  '  •'"' 

ne  changeant  pas,  quelque  transformation  qu'on  fasse  subir  aux  axes 
de  coordonnées,  nous  les  ferons  tourner  autour  de  l'origine  d'un 
angle  tel,  que  la  parlie  imaginaire  de  rordonnée  du  centre  disparaisse. 
La  transformation  n'affectera  jamais  le  rayon,  qui  restera  toujours 
représenté  par  /■  +  /  '  y —  i  ;  quant  aux  coordonnées  du  centre,  la 
transformation  les  changera  de  la  même  manière  que  si  elle  ne  se 
faisait  que  pour  ce  point.  De  sorte  que  si  g3  désigne  l'angle  dont  ou 
aura  fait  tourner  les  axes,  l'équation  nouvelle  du  lieu  sera 

\  jc  —  [a  +■  a'  V  —  I  )  coso)  -i-  {h  ■+-  b'  \ —  i  )  sin  'oj" 
-I-  [  )■  —  in  +  a'  s]  —  i)sin  '»  —  {h  +  b'  \' —  i  )  cosc.jp=  (r  +  r' \  —  i)^ . 

On  fera  donc  disparaître  la  partie  imaginiire  de  l'ordonnée  du  centre 
en  faisant 

// 
tans;  M  = -■ 

^  a 

L'équation  du  lieu  ainsi  simplifiée  sera 

(.r  —  a  —  a'  \J—  i  )^  +  (j  —  b'f  =  {r  +  /•'  y —  i  )"; 

en  transportant  ensuite  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point 
réel  [rt,  b],  on  ramènera  cette  équation  à  la  forme 

{jc  —  a\J—i)   4- _7^  =  (/■  H-  /•' V  —  I  )". 

C'est  cette  équation  que  nous  allons  discutei-. 

Nous  déterminerons   d  abord    l'enveloppe  imaginaire    des  courbes 
qu'elle  représente. 

Les  coordoiniées  d'un  point  de  l'enveloppe  étant 

X  =  a  +  fi  \  —  I ,       r  =  a'-t- /5  \  —  I, 
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la  condition  que  devront  remplir  les  variables  a,  jS,  a',  ]3'  sera 

(jj  _  _  -r  —  n  SÎ^^I  _  _  ■J-  +  {^  —  a)\i  —  i  _  ^,^^1 

c'est-à-dire 

a   _  ^  — n 

équation  qu'il  faudra  adjoindre  à  celles  qui  exprimeraient  que  !e 
point  [.r,  J-]  appartient  au  lieu  proposé,  et  qui  sont 

V?  -  (i3  -  ny  -H  «'2  -  |5'^  =  /-^  -  r'% 
a(/3  —  rt)  +  a'p'  =  /v'. 

En  éliminant  successivement  |3  et  /5'  d'abord,  ensuite  a  et  a'  entre 
ces  équations,  on  trouve 

a-  -+-  a'^  =  /•'■ 
et 

Il  résulte  de  ces  équations  que  l'enveloppe  cherchée  est  la  circon- 
férence décrite  du  point  [.r  :=  rt,^  =  o]  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  /•  +  /■'. 

En  effet,  d'après  l'équation 

a-  -I-  a'^  =  /■-, 

les  coordonnées  d'un  point  N  quelconque  {Jig.  9)  de  la  circonférence 
décrite  autour  de  l'origine,  avec  un  rayon  i\  sont  des  valeurs  conjointes 
(le  -z  et  (le  a'  ;  et  de  même,  d'après  l'équation 

(p-rtf  +  r  =  /■'% 

les  coordonnées  d'un  point  N'  quelconque  de  la  circonférence  décrite 
autour  du  point  0'[.r  =  n,  >"  =  o]  avec  un  rayon  r',  sont  aussi  des 
valeurs  conjointes  de  fi  e[  i\v  [j  ;  mais  d'iui   autre  côté,  en  raison  de 


équation 
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les  quatre  valeurs  conjointes  de  a,  a',  |5,  /5'  doivent  être  les  coordon- 
nées de  points  N  et  N'  situés  anx  extrémités  de  rayons  parallèles  ON, 
O'N'  des  denx  circonférences. 


FiG.  9. 


--  -1" 

y 

V 

L 

1^ 

;   1 

^ 

/  y^ 

j 

"""    . 

% 

s'^ 

Y  / 

"1 

N   ^ 

\ 

•^ 

~^ 

\n 

'à 

vl 

i^___ 

y> 

\ 

i~~''\" 

1^3^ 

-^ 

\   " 

0 

y 

1 

0' 

j 

a  +  /3  et  a  -f-  /5'  sont  donc  les  coordonnées  dn  point  M  situé  sur  la 
circonférence  décrite  du  point  O'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à 
/■  +  ;•',  à  l'extrémité  du  rayon  de  cette  circonférence  qui  se  trouve 
couché  sur  O'N'. 

Ainsi  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 


[jc  —  a\ —  I 


)'  + j'  =  ('-+  '-'v 


est  le  cercle 


(x  —  a)^+  r^  =  (/•  +  r')-. 


Si  l'on  avait  conservé  à  l'é^juatiou  du  cercle  imaginaire  sa  forme  pri- 
mitive 

{x  —  a  —  a'  \l — 1)''  +  {f  —  b  —  b'  \l—  ïY  =  (r  -4-  r'  \/ —  1)', 
ou  aurait  trouvé  pour  équation  en  coordonnées  réelles  de  l'enveloppe 
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imaginaire 

(x  —  rz  —  a')-  +  {y  ~  b  —  b'Y  =  (/■+  r'f. 

Ce  résultat  est  remarquable. 

Pour  obtenir  le  point  de  contact  M  d'une  conjuguée  désignée  C  avec 
1  enveloppe,  il  suffira  de  construire  Je  point  IN'  qui  lui  correspond,  car 
en  prolongeant  ensuite  O'N'  on  aura  le  point  M  ;  or  les  coordonnées 
j3'  et  j';  du  point  ?^'  devant  fournir  un  rapport  égal  à  C,  on  obtiendra 
ce  point  en  menant  la  droite  ON'  dont  l'angle  avec  l'axe  des  x  ait 
pour  tangente  C. 

Lorsque  l'origine  sera  dans  l'intérieur  du  cercle  O'  N',  le  rapport  des 
coordonnées  du  point  N'  pourra  passer  par  tous  les  états  de  grandeur 
et,  dans  ce  cas,  toutes  les  conjuguées  toucheront  l'enveloppe  chacune 
en  deux  points.  Dans  le  cas  contraire,  les  valeurs  extrêmes  du  rapport 
des  coordonnées  du  point  N'  seront  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes menées  de  l'origine  au  cercle  O'N';  les  conjuguées  dont  la  ca- 
ractéristique resterait  conqîrise  entre  ces  limites  toucheront  donc 
seules  l'enveloppe  imaginaire. 

L'pqualion 

(x  -  as-  i)'-+-j-  =  {/-4-  r's'—  i)' 

fournira  dans  ce  dernier  cas  deux  points  réels  par  où  passeront  toutes 
les  conjuguées.  En  effet  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  j  que  pourrait 
comporter  cette  équation  seraient 

rr'  v'(a'-4- '•')("' — ''") 

X  = et     >■  =  ±  — ' 

n  ^  n 


mais  la  réalité  des  ordonnées  dépend  de  la  condition  à-  >  r'^. 

Si  fl-  était  égal  à  /'-,  c'est-à-dire  si  le  cercle  O'N'  passait  par  l'ori- 
gine, les  deux  points  réels  se  confondraient  en  un  seul  et  avec  l'une 
des  (extrémités  du  diamètre  horizontal  du  cercle  ON. 

Nous  avons  supposé,  en  faisant  la  figure,  que  r  et  ;■'  fussent  de 
ïnème  signe;  autrement  les  rayons  ON  et  O'N'  devraient  être  de  sens 
( ontraires,  et,  par  suite,  le  rayon  O'M  de  l'enveloppe,  toujours  repré- 
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sente  par  r  +  /',  serait  la  différence  des  rayons  ON  et  O'  N'.  En  effet,  les 
équations 


a   _  f>  —  a 
Ô7  ~       p' 

et 

a((i  —  n)  +  a'/3'  =  rr' , 

qui  se  rapportent  à  un  point  quelconque  de  l'enveloppe,  montrent,  la 
première,  que  ^  et  ^,  ou,  par  suite,  a(/3  -  n)  et  a'/3',  sont  tou- 
jours de  même  signe,  tandis  que  la  seconde  exige  ensuite  que  ces 
produits  ou  rapports  aient  le  signe  de  rr'.  De  sorte  que  si  rr'  est  né- 
gatif, -^  et  pétant  négatifs,  les  rayons  ON,  O'N'  sont  de  sens  con- 
traires. 

On  peut  construire  par  points,  avec  la  règle  et  le  compas,  les  con- 
juguées du  cercle  imaginaire 

(.r  -  n  v'~)'  -1-  ;■"■  =  (/■+'■'  V-  I  )'  • 
En  effet,  

x^a  +  Pv/^^      et      j  =  a'+i3'v/-i 

désignant  maintenant  les  coordonnées  d'un  point  de  la  conjuguée  C, 
on  doit  avoir 

a(/5  -  a)+  a','3'  =  rr' 
et 

La  première  de  ces  équations  exprime  que  les  tangentes  menées  du 
point  [a,  a']  au  cercle 

sont  égales  aux  tangentes  menées  du  point  [/3,  /3']  au  cercle 

y-  +  {.r-ay-  =  r". 
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LL'  étant  donc  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles  O  et  O',  si  l'on  marque 
un  point  S  quelconque  de  cet  axe  et  qu'on  décrive  les  deux  circonfé- 
rences OS  et  O'S,  [a,  a']  seront  les  coordonnées  d'un  point  de  la  pre- 
mière et  [jS, /3']  celles  d'un   point  de   la  seconde.  Comme  ^  =  C,   le 

point  [p,  |3']  se  trouvera  au  point  de  rencontre  de  la  circonférence  O'  S 
et  de  la  droite  fixe  ON'  que  l'on  aura  menée  pour  obtenir  le  point  de 
contact  M  de  la  conjuguée  C  avec  l'enveloppe.  Ce  point  [|3,  |3']  sera  en 
P  par  exemple.  D'un  autre  côté,  x  et  a'  doivent  satisfaire  à  la  condi- 
tion 

a(/3  —  (7)  -t-  Ca'/B  =  ri' 
ou 

i?  (a  +  Ca')  —  (tx  —  rr'  =  o. 

Or  cette  équation,  en  y  considérant  a  et  a'  comme  les  coordonnées 
courantes,  représente  une  droite  qui,  quel  que  soit  |3,  passe  toujours 
au  point  fixe 


et  dont  le  coefficient  angulaire 


Cp  fi' 

est  l'inverse  changée  de  signe  du  coefficient  angulaire  de  OP.  Ces 
deux  conditions  la  déterminent,  et  il  en  résulte  que  le  point  [,';,  fi']  de 
la  circonférence  OS,  qui  correspond  au  point  [a,  o:']  de  la  circonfé- 
rence O'S,  doit  être  sur  la  perpendiculaire  menée  à  O' P  du  point 
fixe 


n  '      rr  '  "1 


Ce  dernier  point  est  en  I,  à  la  rencontre  de  la  ligne  III, 


<pii  passe  par  les  deux  points  réels,  et  (1«>  la  perpendiculaire  (  >!  à  ON' 
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Par  conséquent  si  TQ  est  perpendiculaire  à  O'  P,  Q  est  l'un  des  points 
cherchés. 

Les  points  P  et  Q  étant  ainsi  déterminés,  le  point  correspondant  V 
du  lieu  s'obtiendra  en  menant  de  Q  une  droite  QV  égale  et  parallèle 
à  OP. 

Les  asymptotes  de  toutes  les  conjuguées  sont  représentées  par  les 
équations 

J  =±\'—^  {jc  -  as  -  1); 

celles  de  la  conjuguée  C  sont  donc,  en  coordonnées  réelles. 

et 

i  +  C 
r  ^ Jc  —  n. 

Les  deux  asymptotes  d'une  même  conjuguée  sont  en  conséquence 
toujours  perpendiculaires  l'une  sur  l'autre;  elles  partent  respectivement 
des  points  [o,  +  «],  [o,  —  rt]  et  enfin  sont  inclinées  de  45°  sur  la  droite 
y  =  Cx.  Quant  à  leur  point  de  rencontre,  il  décrit  la  circonférence 
du  cercle  j-'  +  .r^  =:  ct^  et  de  plus  appartient  à  la  perpendiculaire  O'  X 
menée  à  la  droite  OIS',  j  =  Cx,  car  les  équations  de  ces  asymptotes 
donnent 

(G  +  i)j={C  -  ï)x  +  rt(C  +  i; 
et 

(i  -  C)  j  =  (r  +  C).r  —  rt(i  —  C), 

d'où  l'on  tire  par  soustraction 

J- 
Au  reste  la  ligne  O'X, 


est  un  axe  de  symétrie  de  la  conjuguée  C.  La  règle  qui  a  été  donnée 
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pour  la  construction  des  points  de  cette  conjuguée  le  montre  suffi- 
samment. 

Remarque.  —  Les  conjuguées  du  cercle  imaginaire,  dont  la  con- 
struction par  points  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  toujours  si  facile, 
sont  remarquables  à  plus  d'un  titre.  En  les  projetant  d'un  plan  sur  un 
autre,  on  en  tirerait  d'abord  toutes  les  courbes  que  peut  représenter 
l'équation 

Ar'^  -h  Bxr  -t-  Cx^ 

+  (D  -+-  D'  v^^)  J  +  (E  -4-  E'  \/^^)  ^  -h  F  +  F  v^^  =  o  ; 

mais  celles-ci  fourniront  ensuite,  comme  on  le  verra  plus  tard,  toutes 
les  courbes  du  quatrième  ordre  dont  l'équation  peut  être  abaissée 
au  second  degré  en  substituant  la  représentation  en  coordonnées  ima- 
ginaires à  la  représentation  en  coordonnées  réelles. 

Or  ces  courbes  jouissent  de  propriétés  toutes  caractéristiques  :  elles 
n'ont  que  deux  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée,  elles 
n'ont  que  deux  asymptotes,  elles  ont  toujours  un  diamètre  rectiligne; 
enfin  leurs  aires  peuvent  s'exprimer  au  moyen  seulement  des  fonctions 
circulaires  et  sont,  par  suite,  simplement  périodiques. 

Ces  courbes  formeraient  donc,  parmi  colles  du  quatrième  ordre, 
une  classe  fort  intéressante,  à  ces  divers  titres,  mais  de  plus  assez  éten- 
due, puisque  leur  équation  contiendrait  dix  constantes  arbitraires  sur 
quatorze  qui  peuvent  entrer  dans  l'équation  générale  du  quatrième 
degré. 

137.  La  détermination  des  courbures  des  lieux  plans  réels  ou  ima- 
ginaires se  trouve,  par  ce  qui  précède,  ramenée  à  la  détermination  des 
courbures  des  conjuguées  du  cercle  imaginaire 

[x  —  a  —  a'  \J  —  i)*-4-  [j  —  h  ~  b'  \j  —  \Y  —  [r  -h  r'  \j  —  i). 

Deux  méthodes  bien  différentes  se  présentent  d'elles-nuunes  ponr 
cette  dernière  recherche,  comme  au  reste  pour  toutes  colles  qui  nous 
ont  déjà  occupé. 

Si  l'on  ne  |)eul   mieux  (aire,   on  iej)assera,  des  équations  entre  les 
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formes  im.iginaires  des  variables  considérées,  aux  équations  entre  les 
valeurs  réelles  de  ces  variables,  pour  n'avoir  plus  qu'à  appliquer  les 
formules  usuelles  de  solution  des  questions  qu'on  se  proposait. 

Mais  si  l'on  a  pu  au  contraire  concevoir  d'abord  à  la  question 
posée  une  réponse  intelligible,  quoique  compliquée  par  la  présence 
d'imaginaires,  on  conservera  aux  données  leur  forme  primitive  imagi- 
naire, pour  en  former  directement  le  résultat  cherché,  sous  sa  forme 
imaginaire  prévue  et  interprétée  d'avance. 

La  première  méthode,  eu  raison  même  des  moyens  dont  elle  dis- 
pose, ne  peut  conduire  cin'à  des  résultats  informes;  elle  ne  constitue 
donc  qu'une  ressource  insuffisante  pour  les  cas  où  l'on  n'aurait  pu 
instituer  la  seconde  :  aussi  est-ce  à  permettre  d'en  éviter  l'emploi  que 
tend  la  théorie  tout  entière,  puisque  ce  ne  serait  rien  en  effet  que 
d'avoir  su  attribuer  la  forme  imaginaire  aux  données  réelles  d'une 
question,  s'd  fallait,  pour  traiter  cette  question,  rendre  avant  tout  aux 
données  leur  forme  réelle. 

La  solution  que  nous  allons  proposer  de  la  question  qui  nous  oc- 
cupe se  trouverait  donc  condanuiée  à  l'avance  par  les  raisons  que  nous 
venons  d'indiquer.  On  ne  doit  en  effet  la  considérer  que  comme  pro- 
visoire. 

Au  reste,  nous  bornons  ici  nos  recherches  à  la  détermination  du 
rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjugués  d'une 
courbe  quelconque  et  à  celle  du  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée 
aux  points  seulement  où  elle  touche  l'une  ou  l'autre  enveloppe. 

Les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenu  étant  assez  simples 
pour  pouvoir  être  conservés  sous  leur  forme  actuelle,  quelques  pro- 
grès qu'on  puisse  faire  plus  tard  dans  la  solution  générale  de  la  ques- 
tion, nous  pouvons  donc  les  noter. 

138.  De  la  courbure  de  r enveloppe  imaginaire  des  lieux  plans  re- 
présentés par  une  équation  entre  deux  variables.  —  Lorsque  deux 
équations  admettent  une  solution  commune  et  qu'au  point  correspon- 
dant les  valeurs  de  --;-  sont,  de  part  et  d'autre,  réelles  et  égales,  les 
deux  enveloppes  passent  en  ce  point  et  s'y  touchent  :  il  était  donc 
présumable  que  si  les  valeurs  de  y^  ^^  trouvaient  encore  les  mêmes 
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de  part  et  d'autre,  au  point  considéré,  les  deux  enveloppes  y  auraient 
un  contact  du  second  ordre  et  par  conséquent  même  centre  et  même 
rayon  de  courbure. 

La  démonstration  positive  du  fait  présentait  toutefois  des  difficultés 
inattendues.  Les  deux  enveloppes,  une  fois  tracées,  remplissent  bien 
en  effet  la  condition  graphique  énoncée,  mais  sans  cependant  que  les 
conditions  supposées  entraînent  l'existence  simultanée  sur  les  deux 
enveloppes  de  trois  points  ayant  identiquement  les  mêmes  coordon- 
nées. Les  grandeurs  des  coordonnées  du  troisième  point  réalisées  sont 
bien  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  mais  les  valeurs  algébriques  imagi- 
naires de  ces  coordonnées  ne  sont  point  pareilles.  La  répartition  en 
parties  réelles  et  imaginaires  des  coordonnées  réalisées  de  ce  troisième 
point  peut  différer  d'une  enveloppe  à  l'autre,  les  sommes  seules  des 
parties  réelles  et  imaginaires  des  deux  coordonnées  restent  identiques. 

Lorsque  ce  théorème  sera  établi,  on  pourra  prendre  pour  centre  et 
|)our  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
d'un  lieu  quelconque,  en  un  point  de  cette  enveloppe,  le  centre  et 
le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du 
cercle  osculateur,  en  ce  point,  au  lieu  considéré. 

.Soit  donc  [_x,  j']  le  point  commun  aux  enveloppes  imaginaires  des 

conjuguées  de  deux  lieux  et  supposons  que  -j-  ^t  ^t  aient  de  part  et 

dy         ,  . 

d'autre  les  mêmes  valeurs  en  ce  point,  —  y  étant  d'ailleurs  réel. 
Si  p  désigne  la  valeur  réelle  de  y-  au  point  \x,  j\, 

dj  =  du'  +  d(i'  V  —  ' 


(Ix  —  da  +  d^\j—  I . 
devront  satisfaire  à  la  condition 
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qui  donne 

dy.'  ,        ./fi'  ,/« 

d'un  autre  côté,  si  /'H-  s\l—  \  est  la  vnlenr  de  yV  au  point  [x,   7],  la 
valeur  de  -j-  en  un  jioint  du  lien,  voisin  de  \.x\  j\,  sera  représentée 


,7x  =  /'  +  \r+  s^-  i)— ; h..., 

et  pour  que  le  point 

I  .r  -I-  (Y«  4-  ^/p  V  —  '  5  J  +  <^<=<'  +  «^/S'  V  —  '  ] 
appartienne  aussi  à  l'enveloppe,  il  faudra  que  l'accroissement 

{r  +  s\j—  I  )  (r/a  +  r//5  y  —  i  ), 

qu'aïu'a  subi  la  dérivée  de  Y  par  rapport  à  X,  en  passant  du  |)remier 
point  au  second,  soit  réel.  Cette  condition  donne 

s  du  +  rd^li  =  o 
ou 

dy.  r 

Ainsi  au  point  commun  aux  deux  enveloppes  considérées,  puisque  p, 
r  e\.  S  sont  supposes    les  mêmes   de   part   et  d  autre,   ~-   —  et    -p- 

auront  les  mêmes  valeurs  de  pari  et  d'autre. 

1  <   ■    '  ,       rf^  fi    rf'x'      ^  li'  6'       ,  , 

Passons  aux  dérivées  secondes  -r-r?  —rr  et  -r-v  •  de  quelque  noujt 

f/a-        «a-  lia.-  i  i  i 

[.r,  J^^  qu'il  s'agisse,  on  a  toujours  identiquement 
dY         dY  dx  ,  dy.'        dW    I \  I 


d\  dy.     ,IX  \  dy  dy     '  '  r/fi      .. 

I  +  -r  V 
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et,  par  suite, 

-  i/ —  I  l 


d^Y      '^i^T+^^-V  .  t'I^^'l^         '      ^^" 


rfx'       rf«      ^-H-^N~)'  ^'''-  ^''-    M'+;f^~)' 


d«?   ^   da}    ^  I  \  doi  ^  j  \UoL  do:    "  I  dy.' 


t^)' 


Les  dérivées  secondes  de  Y  par  rapport  à  X  au  point  [x,  j]  étant 
donc  supposées  égales  de  part  et  d'autre  et  leur  valeur  commune 
étant  r  -ir  s  \j  —  i,  on  aura  pour  l'un  et  l'autre  lieu 


^  v'  —  I 


d-x-         dy?              !  \          dy            j       \d y        dy  '  dy 

rfQ    , V 


^  ,  ,  ,  .  rfS  .1      dy'  ^  de' 

En  remplaçant  dans  celte  équation  y-  par  —  y  -^  par  Pi  <^t  -^  P'i'" 
—  — )  valeurs  trouvées  plus  haut,  et  décomposant,  on  trouve 

.d'y'  ,      /</'fl'  d'^\  ,  , 

et 

dy}  \  da?  '    dy}  j 

d'où  l'on  conclut 

rf'  a'  ^'  -f-  s' 

1^  ~        ~r 

et 

rf'p'  <^'P  _        *  d'à 


ia?         P  da'  r   da.' 


[']   L'oquation 

r/'fi'  d'p J-  d'à' 

da'  da.'  r    da' 
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Ces  deux  dernières  équations  ne  se  rapporlent  pas  plus  à  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  qu'à  tout  autre  lieu  partant  du  point 

[.r  +  f/a  +  (/fi  V  —  I ,   r  +  '/«'  -+-  dfi'  v'—  i  ] 

11'  1  1  •  •  .      11        .       •     •  d- a.'     (/' ^         il- &' 

(le  1  enveloppe.  Aussi  contiennent-elles  trois  inconnues  —r^f  -r-r  et  -rV 

'  '  Il  y/      (la.'  dr/i' 

et,  par  suite,  laissenl-elles  l'une  d'elles  indéterminée. 

Mais  ce  que  la  question  offre  de  particulier,  c'est  que  les  données  ne 

suffisent  pas  pour  achever  la  détermination  de  -~  et  de  — —  tjni  res- 

'  '  d'j.'  dy.-      ' 

tent  liées  entre  elles  par  la  seule  condition 

-j^  —  p-r--  — ;  (/-  +  f^J. 

rfa-  '    (ta-  r-^  ' 

Il  est  évident  en  effet  que,  pour  exprimer  que  le  troisième  point  est 
aussi  resté  sur  l'enveloppe,  il  faudrait  exprimer  que  le  nouvel  accrois- 
sement subi  par  — :  est  encore  resté  réel  ;  or  l'expression  de  cette  con- 

r/'  Y 

dition  renfermerait  les  parties   réelle  et  imaginaire  de  -r— -  au  point 

[a*,  ^],  parties  que  l'on  ne  connaît  pas. 

d^Y 
Les  valeurs  de  -z^  n'étant  donc  pas  supposées  les  mêmes  pour  les 

deux  lieux,  au  point  [^x,  j\,  -— -  aura  bien  de  part  et  d'autre  la  même 

valeur,  puisque  les  conditions  précédentes  l'ont  séparé;    mais  -r—  et 


se  retrouverait  en  dérivant  par  rapport  à  a  l'équation 


dy.'        da. 
d^~df' 
dl 

dy  ...  1  •        r  1 

qiu  exprime  que  -—  est  reste  réel  en  passant  du  |)oint  [.r,  y\  au  poini 

[.r  H-  dy  +  f/p  ^f^,  y  +  rfa'  +  df^'  y/"  J  . 
Tome  VI  {i'  série).  —  Novembue  i86i. 
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-~r  pourront  être  différents  et  seront   seulement  liés  l'un  à   Tantre 
par  la  même  condition 

da}  '    rla'  v  ^ 

Les  deux  enveloppes  auront  cependant  au  point  \x,  j]  la  même 
courbure  et  le  même  centre  de  courbure,  puisqu'elles  passent  toutes 
deux  au  point  \x,  j],  qu'elles  y  ont  la  même  tangente  sous  le  coeffi- 
cient angulaire  p\  qu'elles  contiennent  par  conséquent  toutes  deux  le 
point 

I  JT  +  f/(Z  -H  c//3  \  ^T,  J  -f-  do!  +  dfJ  V  —  I  j, 

défini  par  les  conditions 

d-j!  _  rfp  _  _  *■       '^  _    _     -^ 

rf7  ~  ^'       Ta.~~~  'r        d7.    ^^    ^'r 

et  qu'enfin  elles  ont  encore  en  ce  point 

\x  -h  dot.  -+-  d^  V  —  '^   J  +  f/a'+  r//5'  V—  I  J 

même  tangente,  sous  le  coefficient  angulaire 

p  +  vdoL  —  sdfj. 

Pour  concilier  ces  résultats,  en  apparence  contradictoires,  il  faut 
donc  que  la  courbure  de  l'une  et  de  l'autre  env(>loppe  ne  dépende  pas 

séparément  de  y-r  ^t  de  -y-L  au  point  commun,  mais  seulement  de  la 

somme 

d^[i'  ./'p 

La  vérification  de  ce  point  est  en  effet  aisée  à  produire. 
Car  si  x,  et  y^  désignent  les  coordonnées  réalisées  d'un  ponil  (|iiel- 
eonqiie  d'un  lien  imaginaire,  la  convi)iire  de  ce  lieu  au  point  \x\,  j,  ] 
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dépend  de  -p  et  de^';  or 

'  dxi  dx: 


da'         dV 
dy,  _  da'  +  dp'  _77'^dl 

I 

-dp 

dy. 

dp'\ 
da  ) 

'l'y. 

dx,  ~~    da+  dp                        dPj 

da.'        d^'                     da'        d^' 
da         da                      da         da 

"              dp                    '^              dp 

i-i I  H 

da     da.                          da 

<lx] 

da            </.r,                   da 

I-+ 

d'p 
da' 

(-S)'    . 

Mais  au  point  commun  aux  deux  enveloppes  qui  nous  occupent,  — > 

daf  d^'  .  ,         .  -,  1  c/>  1         I  I  .       . 

-3—  et  y-  ont  identiquement  les  mêmes  valeurs,  -j-  a  donc  de  part  et 
d'autre  la  même  valeur;  d'un  autre  côté,  si  l'on  remplace,  dans  1  ex- 
pression de  -~~i  -r-,  -^  et  -r-  par  leurs  valeurs  trouvées  plus  haut, 

'  dx\      da.    da.  da    ^  * 


il  vient 


dp  _         .f         da    _  dp'  _  _  ps 

da  r         da         '    '       da  r 


,d'a'         d'P'\    (  .«\  /  ps\   d^p 

d.T]  )         sV 


cette  expression  ne  dépend  en  effet  que  de  la  somme 

d' P'  d'-p 

da-"  /'  da?  ' 

Ainsi  quand  on  applique  à  un  point  [x,  j]  de  l'enveloppe  imagi- 

5o.. 
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naire  des  conjuguées  d'un  lieu  f  {x,  y)  =  o,  les  formules  qui  four- 
niraient le  centre  et  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  un  de  ses 
points  réels,  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu  représenté 
par  l'équation  du  cercle  osculateur,  alors  imaginaire,  que  donnent 
les  formules,  passe  au  point  [.r,  f\,  et  les  deux  enveloppes  y  ont 
même  centre  et  même  rayon  de  courbure. 
Mais  si  l'équation  du  cercle  osculateur  est 

{x  —  a  —  n's'^Y  +  {y  —  b  —  b' \!  -  i)'  =  {'--l-  ''s  -  i)% 

l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  coïncide  avec  le  cercle  réel 

(.r  —  a  —  a'  f  +  [j  —  b  —  b')"  =  (r  +  r')-, 

c'est-à-dire  que  le  centre  de  courbure  de  cette  enveloppe  est  le  point 
[rt  +  (7',  &  -+-  è'I  et  sa  courbure ,• 

L  '  J  r  -\-  r 

Par  conséquent  donc,  si  en  un  point  quelconque  [.r,  y]  de  l'enve- 
loppe imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  f  [x\  y)  —  a  on  a  calculé 
les  valeurs  a  +  a'  \  —  i ,  b  +  b'  y  —  1  et  (/•  +  /'  \/—  i  )    de 


Min: 


y- 


et 


Mm 


le  cercle  osculateur  de  cette  enveloppe  au  pouit  considéré  sera 
(.r  —  a  —  n'Y  -+-  {y  —-  b  —  /»')'  =  (/•+  r']"^. 
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Ce  théorème  aidera  beaucoup  à  la  construction  toujoins  si  impor- 
tante de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu  dont  on  s'oc- 
cupera. 

139.  De  la  (Oiirhure  li'ime  conjuguée  quelconque  en  un  point  oii  elle 
touche  l'une  ou  Pautre  enveloppe.  —  On  pourrait  établir  très-simple- 
ment que  les  courbures  de  la  courbe  réelle  et  d'une  quelconque  de  ses 
conjuguées,  aux  points  où  elles  se  touchent,  sont  toujours  égales  et 
opposées  :  en  effet,  quelle  qu'en  soit  la  cause,  le  fait  est  vrai  pour  le 
cercle  et  ses  conjuguées  hyperboliques  ;  or  il  en  résulte  que  si  l'on  a 
déterminé  le  cercle  osculateur  à  une  courbe  réelle  en  un  de  ses  points 
réels,  la  conjuguée  de  .ce  cercle,  qui  passera  au  même  point,  aiu-a  sa 
courbure  réelle  et  opposée  à  celle  de  la  courbe  réelle;  et  comme  dun 
autre  côté  il  a  été  établi  que  cette  conjuguée  du  cercle  ain\i,  avec  la 
conjuguée  de  la  courbe  réelle,  qui  la  touche  au  même  point,  un  con- 
tact du  second  ordre.  La  courbe  réelle  et  sa  conjuguée  auront  donc 
elles-mêmes,  au  point  où  elles  se  touchent,  leurs  courbures  égales  et 
opposées. 

Quant  à  l'explication  du  fait,  on  la  trouverait  aisément  dans  la  com- 
paraison des  termes  de  moindres  degrés  par  rapport  à  .r  et  à  j^  des 
équations  en  coordonnées  réelles  de  la  courbe  réelle  et  de  sa  conju- 
guée, rapportées  toutes  deux  à  leur  tangente  et  à  leur  normale  com- 
munes. 

Mais  nous  n'insisterons  pas,  parce  que  la  courbe  réelle  n'étant  en 
définitive  qu'une  branche  particulière  de  l'enveloppe  totale,  ses  pro- 
priétés se  déduisent,  comme  cas  particuliers,  de  celles  de  l'enveloppe 
imaginaire. 

1  iO.  Nous  savons  déjà  que  si  l'on  a  déterminé  le  cercle  imaginaire 
osculateur  à  une  courbe  f  {x,  j')  ^  o  en  un  point  [  J^,  ^]  pris  sur 
l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  cette  courbe^  non-seulement 
les  deux  enveloppes  seront  osculatrices  l'une  à  l'autre,  en  ce  point, 
mais  encore  les  conjuguées  qui  y  passeront  le  seront  aussi. 

En  sorte  que  la  recherche  de  la  courbure  d'une  conjuguée  eu  un 
point  où  elle  touche  l'enveloppe  imaginaire  revient  à  celle  de  la  cour- 
bure eu  ce  point  de  la  conjuguée  du  cercle  osculateur  qui  y  pas.se. 
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Tout  se  réduit  donc  à  obtenir  le  rayon  et  le  centre  de  courbure 
d'une  des  conjuguées  du  lieu 

{jc-a-a'  v^T)^  +  {j-  h-b'  v-^)'  =  (/•  +  '■'  \/'^)\ 

au  point  où  elle  touche  l'enveloppe  imaginaire  de  ce  lieu. 

Soient  en  conséquence  x  el  j-  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enve- 
ioppe  des  conjuguées  du  cercle  imaginaire 

(jc  —  a  —  a'  \  —  \)'  ■+  (j  —  l)  —  h'  \,—  lY  =(r  +  r'  v'—  '  )'• 

Si  l'on  pose 

a-  =  a  +  |3  V  —  I      et     j-  =■  a'  +  p'  y'  —  i , 

il  en  résultera 

(i  )        (a  -  «)^  -  f  |3  -  «'  -  +  (a'  -  hf  -{fi'~  b'Y  =,'  -  r" 

et 

(a)  (a  -  a)  (|3  -  a')  +  (a'  -  /;)  (^'  -  h')  =  rr\ 

et,  pour  exprimer  que  le  point  [./•,  j]  appartient  à  l'enveloppe,  c'est- 

'Jl 

(3) 


a-dire  que  y-  est  réel  en  ce  point , 


a'  —  b       p'  —  b' 

Mais  ces  trois  équations  n'entreront  pas  dans  le  calcul  aux  mêmes 
titres  :  les  deux  premières  expriment  simplement  que  le  point 

:r  =:  œ  H-  j3  v'  —  i , 
j  =  a'  +  /3'  v'^^, 

appartient  au  lieu  considéré;  on  pourra  donc  les  ditférentier  une  et 
«Icux  lois  |)our  passer  du  point  [j^,  J']  aux  points  voisins  de  la  conju- 
guée qui  passe  en  ce  point;   tandis  que  réc|uation  (3)  ex[)rimant  en 
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outre  que  le  point  [.i^,  )  ]  .'ippartienl  à  l'enveloppe,  ne  convient  qu'au 
jjoint  de  départ. 

Ainsi  en  désignant  par  x,,  y,  les  coordonnées  réalisées  d'un  point 
quelconque  de  la  conjuguée  qui  touche  l'enveloppe  imaginaire  au 
point  [o",  j"],  on  pourra  poser 

.r,  =  a  +  jS, 
f,  =  a'  +  /3', 

et  les  dérivées  de  y,  par  rapport  à  .r,  résulteront  indirectement  des 
équations  dérivées  des  équations  (i)  et  (?.)  et  d'une  condition  parti- 
culière qui  exprimera  que  le  point  [x,,  )  ,]  se  déplace  sur  la  même 
conjuguée. 

On  avu-a  en  effet  pour  déterminer  '4-'  et  -t-4  Ifis  formules 

'  (IX.        (IX  : 


et 


da'          dp' 
dy,          da'  -h  dp'         'd7~^'dl 

dx,    ~~     dy  +  dp   "                 dp 

dy'         dp'                            da.'         dp' 
,    dy            (h.                               da          da 
''•                 dp                        ''■-             df 
.r-y;                     '-^Ta         dy                       '  ^  dy 

1 

I 

dx\                      da                dxt                      da 

da 

(d'à'          d'p'\    1          d^\          Ida! 

+ 

dJ_\d2P_ 
da.  )    da' 

Ainsi  il  ne  reste  qu'à  tirer,  en  fonctioti  de  a,  /5,  a'  et  fi',  les  valeurs 
(\e—,  ^,  ^,  —,  ^,  et  '^,  au   moyen   d'abord   des   équations 

^    da      da      da        da}       do!'  da?  ^  ' 

différentielles  des  équations  (1)  et  (2)  et  de  la  condition  complémen- 
taire y  égale  constante. 
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m.  Mais  oïl  peut  siaiplifier  le  calcul  en  se  servant  d'une  remar- 
que bonne  à  consigner,  du  reste,  parce  qu'elle  pourra  être  souvent 
utile. 

Voici  le  fait  :  lorsqu'on  s'éloigne,  sur  une  conjuguée  quelconque, 
du  point  où  elle  touche  l'une  des  deux  enveloppes,  les  parties  ima- 
ginaires des  coordonnées  varient  seules,  lorsque  ce  point  appartient  à 
l'enveloppe  réelle,  tandis  que,  dans  le  cas  contraire,  ce  sont  les  parties 

réelles  qui  varient;  c'est-à-dire  que  dans  le  premier  cas  —  et -r:- ont 

pour  limites  o,  tandis  que —y  a  pour  valeur  la  caractéristique  de  la 
conjuguée,  ou  le  coefBcient  angulaire  de  la  tangente  à  l'enveloppe 
réelle  au  pomt  considère;  et  que  dans  le  second  cas,  —  et  ~—  ont  pour 

limites  o,  tandis  que  — —  a  pour  valeur  le  coefficient  angulaire  de  la 

tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  au  point  considéré. 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  où  le  point  considéré  appartient  à 
l'enveloppe  réelle,  si  l'on  regarde  la  caractéristique  C  comme  une 
fonction  de  a  et  de  fi,  on  pourra  poser 

Oi'  la  dérivée  partielle  — ;  prise  en  un  jioint  de  l'enveloppe  réelle, 
esl  toujours  identiquement  nulle;  car  si  /S  varie  seul,  pour  que  -j-^  qui 

peut  alors  se  mettre  sous  la  forme  ~ /— ^ — ?  ait  la  valeur  C,  il 

rfp  s/- . 

laiil  que  (la  =  o,  et  que  dp'  =  CdÇi;  de  sorte  que 

cl  f|uc  |)ar  suite  la  dérivée  partielle  77,  est  identiquement  nulle;  d'mi 
antre  cùlé,  la  dérivée  parlielle  —  ne  se  trouve  nulle  qu'en  des  points 
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singuliers  du  lieu,   sa  valeur  est   habituellement  donnée  par  celle  de 
— ^  prise  au  point  considéré  de  la  courbe  réelle. 
Dans  le  cas  donc  où  nous  raisonnons, 

(l.r.' 

pour  que  ^C  soit  nul,  c'est-à-dire  pour  que  le  point  [.«',  _/]  soit  resté 
sur  la  même  conjuguée,  il  faut  donc  que  de/,  soit  nul,  et  alors  dcr.', 
comme  on  l'a  déjà  dit,  est  nul  aussi. 

Dans  le  second  cas,  où  le  point  considéré  appartient  à  l'enveloppe 
imaginaire,  il  suffit  d'observer  que  si 


dx  =  (la.  +  d^  \l  ■ 

signe  la  vak 
de  dj-  sera 


et  que  p  désigne  la  valeur  réelle  de  -j-  au  pointconsidéré,  la  valeur 


dj  =  pdcc  +  pd^  V—  I  ) 

de  sorte  que  -jr-  ayant  d'une  part  la  valeur  p,  et  devant  de  l'autre  être 

égal  à  C,  la  conciliation  n'est  possible  qu'en  faisant  d(i  et  d^'  nuls, 
c'est-à-dire 

rfp'  _    doi  _  o 

77. 

à  moins  que  p  ne  soit  égal  à  C,  ce  qui  n'arrive  qu'en  des  points  parti- 
culiers de  l'enveloppe  imaginaire. 

142.  Dans  le  cas  qiù  nous  occupe,  du  cercle  imaginaire,  p  est  tou- 
jours différent  de  C;  car  la  valeur  de  y»,  au  point  M  de  l'enveloppe  (^îg.  9), 
est  le  coefficient  angulaire  réel  de  la  tangente  à  cette  enveloppe,  en  ce 
point,  tandis  que  la  caractéiistique  du  point  M  est  le  coefficient  angu- 
laire de  ON'.  Ainsi  dans  le  calcul  que  nous  nous  proposons  de  faire, 

dPj     ^    r/B'     ,  .  ,•  ■  I 

-r-  et   -p-  devront  être  raits  nuls. 

av.  fia. 

Tome  VI  (2"  série).  — NoVEMOBE  1861.  5l 
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Cela  posé,  nous  pourrons,  pour  simplifier  les  calculs,  réduire  notre 
recherche  à  ce  qui  concerne  la  conjuguée  C  =  o;  cette  hypothèse  ne 
constitue  pas  un  cas  particulier,  puisque  les  axes  sont  quelconques. 

Dans  ce  cas,  /3' restant  constamment  nul,  ^—L  sera  nul  aussi  et  les 
valeurs  de -^'  et  de  VV- se  réduiront  à 

d.v,  dx; 


dy,           dx' 
dl,   ~   lu' 

d^Xt           d'à.' 

da! 

d- 

dx]              dtt.- 

lîZ 

lî 

Les  équations  (i)  et  (2)  différentiées  une  fois,  par  rapport  à  a,  en 
tenant  compte  des  conditions 


donnent 


et 


.,  r/p  dW 

(,    =0,       ;^=0,        -±.:=0, 


,    ,         j  ,  du' 

a  —  a  +  [a!  —  0)  -z—  =  o 

^  '    drx 


{^-a')-b'^  =  o; 


da 
mais  ces  deux  relations  se  réduisent  à  luie  seule 


dy.' 
lu 


en  vertu  de  la  condition  (3) 

a  —  a   p  —  a' 

VUl  ~  p'— //' 

qui  se  réduit  ici  à 

a  —  a  p  —  a' 

Les  mêmes  équations  (  i  )  et  (a)  diftcrtiiliées  i\v\\\  fois,  par  rapport 
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à  a,  en  tenant  compte  des  conditions 

/^  =  °'  rfj  =  "'  7?^  ==  °'  iji^  =  °^ 

donnent 


et 


rfa  /  ^   '  '   rfa'  ^"  do 


{- 


-i'<m 


d-'a.'  _ 


f/x^          («'  —  i)(a  — a)  —  6'(|ï  — a')' 

^/'a'                  —  (z  —  «)[(«  —  a)=  +  (a'—  6)= 

] 

rfa'    "  (a'— 6j4(a'— 6)  (z  — «)  — 6'(fi- 

.a')\ 

rf'p                        —  i'f  (a  —  «)=+(«'  —  *')'] 

et 


ou  bien 


et 


ou,  en  remplaçant  ]3  —  a'  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3)  réduite  à 

a  —  a  p  —  a' 

rfV  _  —  [(g— a)'4-(«'  — ^)'] 
17^  ~  [c^'—b)[[-x.'  —  by+  b'-] 

et 

rf'P  _       —  b' [[o,  —  ay  ■\-  [«!  —  bf] 
IH}  —  U' —  b)[cL  —  a){[7.'—by+b''\ 

Il  en  résuite  d'abord 

rf=  P  f/a'   _      ^'[(«  — q)'4-(a'—  ^)'] 
'J3}  177  "~  (a'  —  ii=  [(a'  —  by  ->r  b')]'' 

5j, 
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et,  par  suite, 


dy,                 a  —  a 

djc,                a!  —  b 

d'y 

[tt  —  a)-  -\- {a.'  —  bf 

dx] 

U'-bn[u.'-br  +  b" 

et 


Cela  posé,  il  ne  reste  plus  qu'à  obtenir  a  —  «  et  a'  —  è,  on  les  tirerait 
des  équations  (i),  (2)  et  (3)  après  y  avoir  fait  /3' =:  o  et  avoir  éliminé 
entre  elles  |3  —  n' . 

Mais  on  a  vu  plus  haut  que  ces  équations  donnent 

[a.  —  aY  -\-  [a.'  —  b)-  z=  r 
et 

Il  suffira  donc  de  faire  dans  celles-ci  /3'  =  o  et  d'y  remplacer  |S  —  «' 


par  —  0-7- 


a'— 6 

On  en  tire  alors 


a  —  o  =  it  — - 


et 


(«  —  a)  =  ±  -;  v'r''  —  b'^- 
En  substituant  dans  les  expressions  de  '4^  et  de  -7^'  il  vient 


<fy^ y.  )/r"  —  b' 

d-r-,  —  b' 

et 

d'yr,_ 


dx]  r'  b"  I  r^b' 

b 


Par  conséquent  le  rayon  de  coinbure  cherclié  serait 

/  r"-b"y 

—         r'^r'±r)  ~~  \  r'±r  j 
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1  45.  Mais  il  est  impossible  d'admetlre  concurremment  pour  R-  les 
deux  valeurs  qu'on  vient  de  trouver.  En  effet,  chaque  conjuguée  qui 
touche  l'enveloppe  la  touche  bien  en  deux  points,  mais  ce  ne  pourrait 
être,  en  tous  cas,  à  cette  circonstance  que  fût  due  l'ambiguïté  qui 
affecte  R*,  puisque  la  conjuguée  ayant  pour  axe  de  symétrie  uu  dia- 
mètre de  l'enveloppe  elle-même,  les  deux  points  de  contact  doivent 
être  symétriques  l'un  de  l'autre  et  la  conjuguée  doit  y  avoir  même 
courbure. 

L'ambiguïté  du  double  signe  qui  se  trouve  dans  la  valeur  de  R^ 
tient  à  une  autre  cause.  Si  l'on  reprend  les  équations  (i),  (  2),  ('3;  : 

(i)      (a  -ay-i^-a'Y  +  («'  -b)^-{fi'-  h' f  =  r^  ^  r'\ 
(2)  (a-a)(/3  -  a')  +  {a'  -b){^'  -b')^  rr' 

et 


;  —  a 
'—b 


on  voit  que  les  deux  dernières  seules  établissent  de  certaines  dépen- 
dances entre  les  signes  des  cjuantités  a  —  a,  c/!  ~  b,  ^  —  a'  et  /5'  —  b' . 
Or  l'équation  (3)  montre  que  les  produits 

(a  — a)(/5  — «')     et     [a' —  b){(t' —  b') 

sont  toujours  de  même  signe,  et  l'équaticn  (2}  ensuite  exige  qu  ils 
aient  le  signe  de  rr'. 

Dans  le  cas  donc  où  /•  et  r'  auront  le  même  signe,  a'  —  h  et  /;'  —  h' 
devront  aussi  être  de  même  signe,  et  par  conséquent  si  l'on  a  supposé 
que  /5'  fût  nul,  ce  qui  aura  réduit  (i'  —  b'  h.  —  b ,  bien  qu'on  ait 
trouvé  pour  a'  —  i  la  valeur 


on  ne  devra  prendre  que  la  vdeur 

a'  -b=  -— , 
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et  si  r  et  r'  sont  de  signes  contraires,   a'  —  b  et  j3'  —  //  devant  être 

aussi  de  signes  contraires,  on  devra  prendre  encore 

«'-/;=-  — ■ 

Ainsi  a'  —  h  ne  doit  jamais  recevoir  que  la  seule  valeur 

d'où  il  résulte  que  R-  en  réalité  se  réduit  à 
R 


.   r —  r' 


144.  Quant  au  centre  de  courbure,  il  se  trouve  naturellement  siu- 
la  normale  à  l'enveloppe,  mais  rien,  dans  ce  qui  précède,  ne  prouve 
qu'il  doive  être  plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre  du  point  de  contact. 

Pour  trancher  la  question,  il  faut  calculer  l'une  au  moins  des  coor- 
données de  ce  centre.  Nous  allons  en  déterminer  Vj-. 

L'ordonnée  réalisée  du  centre  de  courbure  est 


d'y. 

d.x\ 
Or  les  formules  précédentes  donnent 

_       /-^  (H +  /■'■). 

d''jrx  r'[r'  —  r) 

dx\ 

quant  à  y^^  qui  se  réduit  à  a ,  puisque  /3'  est  nul,  sa  valeur  est  fournie 
par  l'équation 

(pu  donne 

,        br'  —  rb' 

Ji  =  a  = — -, 
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Cela  posé,  il  s'agit  de  savoir  si  le  centre  de  courbure  de  la  conjuguée 
du  cercle  imaginaire  au  point  où  elle  touche  son  enveloppe  est,  par 
rapport  à  ce  point,  du  uième  côté  que  le  centre  de  coiu'bure  de  l'en- 
veloppe ou  du  côté  opposé  :  cela  se  réduit  à  savoir  si  les  dilférences 
des  ordonnées  du  point  de  l'enveloppe  et  des  deux  centres  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  si 


;■<  + 


j  dx. 


clx\ 

b'  - 


J 


sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  Or  ces  ddterences  se  ré- 
duisent à 


//  ;  /•-  -t-  /■'-  b'    I  /•'  ■ 

—r—, Pt        ; 


dont  le  quotient  est 


de  sorte  que  selon  que  r^  —  r'-  sera  positif  ou  négatif,  le  centre  de  cour- 
bure de  la  conjuguée  sera,  par  rapport  au  point  où  elle  touche  l'en- 
veloppe, du  même  côté  que  le  centre  de  courbure  de  celle  enveloppe 
ou  du  côté  opposé. 

145.  Tous  les  calculs  qui  précèdent  se  rapportaient  a  la  conjuguée 
C=  o  du  cercle  imaginaire 

[.X  —  a  —  n'  \  —-  i  )'  -h  i  j  ~  />  ~  h'  \  —  i  )^  —  { r  -\-  r'  \;  —  i }' . 

mais  les  réstdtats  auxquels  on  est  parvenu  ne  contenant  aucune  des 
constantes  fi,  a',  b,  b'  ([ui  seides  pourraient  clianger  lorsqu'on  chan- 
gerait les  axes,  ces  résultats  conviennent  à  une  conjuguée  quelconque. 
La  forme  circulaire  de  l'enveloppe  pouvait  permettre  de  présumer 
cette  permanence  dans  les  re'sullats,  et  c'est  du  reste  ce  qui  a  engagé  à 
les  chercher. 
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146.  On  pourra  toujours,  quand  on  le  voudra,  déterminer  le 
centre  et  le  rayon  de  courbure  d'une  conjuguée  C  d'un  lieu 

en  un  de  ses  points,  au   moyen  des  parties  réelles  et  imaginaires  des 
coordonnées 

j"  =  a  +  /S  \  —  I, 

j  =  a'-f-  /5CV^ 

de  ce  point  et  des  éléments  a,  h,  a\  l>\  r,  /  '  du  cercle  osculateur  au 
lieu  en  ce  point. 

L'équation  en  coordonnées  réelles  de  la  conjuguée  C  du  cercle  os- 
culateur 

{.r  —  n  —  rt' v'—  i)'  -^  [j  —  b  —  b' \f  —  i)    =  (r  +  r'v—  i) 

sera  en  elfet  fournie  par  le  système 

a- =  a -t- /3,     j-  =  a'  +  /5C, 

(a  -  af  -  (/5  -  a')-  +  (a'  -bf  -{[:iC-  hj  =  /•=  -  /•'% 

(a  _  rt)(/i  _  aj  +  (a'  -  b)  (pC  -  b')  =  rr', 

,,    ,  .      dr  d'y  ,      d&     dx'      d' B         d' x' 

qui   permettra   d  obtenu-  -—  et  -~-  au  moyen  de  -7-)  -r— >  -^-7-  et  -—- 

'         '  ax  ax'  •'  (la.     nx      dx^  dx- 

qu'on  pourra  exprimer  d'autre  part  en  fonction  de  a,  a'  et  /3. 

Ainsi  la  solution  pratique  de  la  question  ne  sera  jamais  difficile  à 
obtenir.  Mais  il  est  clair  qu'iuie  pareille  solution,  capable  seulement 
de  fournir  les  valeurs  niuuénqucs  des  résultats  dans  chaque  cas,  ne 
.saurait  conduire  à  la  constatation  d'aucune  loi. 

La  courbure  d'une  courbe  en  un  de  ses  points  est  un  angle  :  si  la 
courbe  est  imaginaireiuent  re|)iésentée,  sa  courbure  doit  l'être  aussi, 
sans  quoi  toute  couq)araison,  tout  rapprochement  deviennent  impos- 
sibles. 

La  théorie  des  conrbincs  des  courbes  imaginaires  nécessite  donc 
l'introducliou  d'angles  imaginaires. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.   J     LIOLVILLE. 


f .    J'ai  déjà  eu  l'occasion  de  faire  observer  que  la  forme 

peut  servir  à  représenter  tous  les  nombres.  Mais  il  s'agit  ici  d'indiquer 
une  règle  simple  qui  permette  de  calculer  à  priori,  pour  chaque  en- 
tier donné  n,  le  nombre  exact  N  des  représen-tations,  c'est-à-dire  le 
nombre  N  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

«  =  j:=  H-  ij^  +  4z=  +  8/*, 

où  X,  J,  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  né- 
gatifs. 

Comme  n  peut  être  tantôt  pair  et  tantôt  impair,  je  ferai 

n  ^  2"/;?, 

m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à  zéro. 

Le  cas  de  n  pair  est  le  plus  simple.  Il  se  subdivise  à  la  vérité  en 
quatre  autres;  mais  N  n'y  dépend  jamais  que  de  la  somme  Ç,  [m)  des 
diviseurs  de  m,  et  se  rattache  facilement  au  nombre  des  représenta- 
tions de  n  par  une  somme  de  quatre  carrés.  Le  cas  de  n  impair  (du 
moins  pour  un  nombre  de  la  forme  4ft  +  i)  exige  au  contraire  qu'on 
adjoigne  à  Ç,  (m)  une  fonction  numérique  nouvelle. 

2.  Commençons  donc  par  prendre  n  pair,  et  soit  d'abord  Ji  im- 
pairement  pair,  h  =  2W.  Je  trouve  qu'on  aura  alors 

^  =  ir,{m). 
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Ainsi  pour  m  =  i ,  «  =  2,  on  a 

N=  a, 
et  c  est  ce  que  confirme  l'équation 

2  =  o»  -H  2  (  ±  r)=  +  4.0'  +  8.0=' 

qui  fournit  en  effet  deux  représentations. 
Soit  encore  m  =  3,  n  =  6;  il  viendra 

N=  2.4  =  8, 

ce  qui  est  exact,  puisque  l'on  a 

6  =  (  ±  2)''  +  a  (  ±  i)-  +  4-o'  +  8.oS 
et 

6=  0^+  2(±  i)»  +  4(=t  i)'  +  8.0-. 

Soit  enfin  m  :=  5,  n  =  10,  d'où 

N  =  2.6  =  12  : 

la  vérification  cherchée  sera  fournie  cette  fois  par  les  équations 

io=.{±2)^  +  2(±:i)-  +  4(±0"^  8-f>' 
et 

io  =  o-  +  2(ihi)^  +  4.o^  +  8(±  l)^ 

Il  serait  inutile  de  |)0usser  plus  loin  ces  calculs. 

3.  Soit,  en  second  lieu,  n  divisible  par  4,  mais  non  par  8,  n  =  4'"- 
La  valeur  de  N  deviendra 

N  =  4Ç.(''0- 

Ainsi  pour  /«  =  i,  A^  =  4)  on  devra  avoir 

N  =  4; 

or  c'est  ce  que  confirment  les  deux  équations 

4  =  (±  2)'  -V-  d.o^  +  4.0^  +  8.0= 
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pl 

4  =  o»  +  a.o-'  -t-  4  (  Hz  ,)2  -t-  8.o^ 

Soit  encore  m  =  3,  ??  =  12.  Notre  formule  donnera 

N  =  4-4=  16; 

or  il  existe  en  effet  seize  représentations,  vu  que  l'on  a 

12  =  (=t  2)='  +  2  (=t  2)=  +  4.0=  +  8.0^ 
et 

12  =:0^  +    2(±:   2)'   +   4(±   0'  +  8.0% 

puis 

12  =(=t  2)*  +  2.0=  +  4-o'  4-8(±  i)\ 
enfin 

, 2  =  o^  +  2  0="  +  4  (  ±  if  -(-  8  ( ih  i)=. 

On  continuera  aisément,  si  l'on  veut,  ces  vérifications. 

4.  Soit  à  présent  n  divisible  par  8,  non  par  16,  n  =  8111.  J'obtiens 
alors 

N  =  8Ç.(m). 

Ainsi  pour  m  ^  i ,  n  =  8,  on  devra  avoir 

N=  8, 

et  c'est  ce  qui  résulte  effectivement  des  trois  équations 

8  =  (±2)=+  2.0=*  +  4(:i:i)=  +  8.0-, 
8  =  o=  +  2(±2)-  +  4.o=' +  8.o% 
8  =  0="  +  2.0^  +  4.0=  +  8  (±  i)^ 

Soit  encore  m  =  3,  «  =  24.  Il  faudra  que 

N=^8.4  =  32. 
Or,  je  vois  que  l'on  a  d'une  part 

24  =  (±  4)'  4-  2  (  ±  2)»  +  4.0^-  +  8.o% 
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puis 

a4=  o=  -4-  2  (±:2)*-t-4(±:  2)^  +  8.o% 

et  d'autre  part 

24  =  (i:  4)^  +  2.0*  +  4.0^  +  8  (±  i)% 
puis 

24  =  o-  -t-  2.0-  +  4(dz  2)^  +  8(±  ïf, 
enfin 

24=  (±2f  -+-  2(lt  2)=  +  4(±i)=  +  8(±i)-, 

ce  qui  fournit  bien  les  trente-deux  représentations  annoncées. 

a.  Prenons  maintenant  n  divisible  par  16,  ou  généralement  n  =  2"»/, 
avec  a  =  4  oi\  oc  ">  4-  La  valeur  de  N,  si  grand  que  soit  y,  restera 
toujours 

N  =  24Ç,(»0» 

comme  dans  le  théorème  de  Jacobi   pour  le  nombre  des  représenta- 
tions d'un  entier  pair  en  une  somme  de  quatre  carrés. 
Ainsi,  pour  /7i  =  i ,  «  =:  4,  «  =  16,  on  aura 

N  =  2'|. 

Les  équations  qui  fournissent   les   vingt-quatre  représentations  iiidi- 
(piées  sont,  d'une  part 

iG  =  (±4)-  +  2.0=  +  4.0=  +  8.o^ 

puis 

16  =  o^  +  2.0»  +  4(±:  2)=  +  8  o^ 

et 

i6  =  (±  2)^  +  2  (±2)»  +  4(±  if  -t-  8.0-, 

d  autre  pari 

i6=o'^  -4-  2(d::  2)^  -h  4.0^ +  8(^17 
et 

l6  =  {±2)^  +    2,o'-+-4(±l)"   +«(±0'- 

Soit  ensuite  m  =  1 ,  mais  «  ;=  5,  «=  32,  et  l'on  devra  contiiuier  à 
avoir 

N  =  24. 
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C'est  ce  qui  arrive,  les  équations  qui  fournissent  les  représentations  de 
32  étant 

32  =  o-  +  2  (it  4j-  +  4.0-  +  8.0% 

32  =  (±4)-  -H  2.0-  +  4(±  2)-+  H.o% 

32  =  (±4)»+  2(±  2,^  +  4-0'  +  S(±  i)-, 
32  =  o-  +  2(±  2)-  +  4  (±2)^'  +  8(±i)%; 
32  =  o-  +  2.0-  +  40^  +  8  (  dz  2)^ 

6.  Soit   entin  n  impair,   n  =  m.   Il  faudra  alors  considérer  les  dé- 
compositions dont  m  est  susceptible  sous  la  forme 

m  =  ï-  -+-  lis'\ 

i  étant  un  entier  impair  et  positif,  tandis  que  l'entier  s  est  indifférem- 
ment positif,  nul  ou  négatif.  On  distinguera  les  valeurs  de  i  qui  sont 
de  la  forme  lik  +  i  et  celles  qui  sont  de  la  forme  4^'  +  3.  L'excès 
de  la  somme  dos  premières  sur  la  somme  des  dernières,  que  l'on  peut 
représenter  par 


constitue  une  fonction  nouvelle  qu'il  faudra  tantôt  ajouter  à  Ç,  (m), 
tantôt  retrancher  de  Ç,  {m),  pour  avoir  dans  le  cas  de  n  impair 
(«=:/«)  que  nous  discutons  la  valeur  de  N.  La  formule  générale  est 

N=:Ç.(/n)  +  (-i~2i- ')"'■■ 
Quand  m  est  de  la  forme  ^[j.  +  3,  l'équation 
m  =  i^  +  4  ^' 
est  impossible,  de  sorte  qu'il  vient  simplement 

N  =  Ç,  (m), 
sans  fonction  numérique  nouvelle. 
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Ainsi,  pour  n  =^  m  =  3,  on  a 

ce  qui  est  vérifié  par  l'équation 

3  =  (±i)-+  2(ihir  +  4-0'  +  8.o^ 
De  même,  pour  n  =  m  =  7,  on  doit  avoir 

N  =  Ç.(7)  =  8. 
L'équation 

7=(±:i)=+2(±if +  4(±i)-  +  8.0' 

confirme  ce  fait. 

Quand  m  est  de  la  fornje  l^lx  -+- 1 ,  l'équation 

/«  =  i-  +  4'^" 

est  souvent  possible,  et  quand  elle  a  réellement  lieu,  l'intervention  de 
la  fonction  numérique 

devient  nécessaire.  11  faut,  pour  avoir  N,  ajouter  la  valeur  de   cette 
fonction  à  celle  de  Ç,  {m),  ou  la  retrancher,  suivant  que  l'on  a 


(-0       =1, 

ou,  au  contraire, 

m'  —  I 

c'est-à-dire  suivant  cpie   m  est  de  la   forme   8g  +  i    ou  de  la   lornu' 
8g -H  5. 

Ainsi,  pour  m  =  Sg  -\-  \ ,  on  a 


N  =  Ç.(/«)  +  2(-i)  '    i. 
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Soit,  comme  exemple,  le  nombre  i  =  i^  +  4.0'^.  On  aura 

N  =  r  +  I  =  a, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation 

I  =(±1)=+  2.o'^  +  4.0-  +  8.o^ 

Soit,  comme  second  exemple,  le  nombre  9  =  V  -h  4-0-.  Il  faudra  que 

N=ça9)-3  =  .o.       . 

Les  équations  ci-après 

9  =  (±3)-  +  2.0= +  4.0= +  8.0-, 
9=  (±i)^  +  2(±:2)='  +  4.0*4-  8.o% 
9=  (±1)"+  2.0- +  4.0- +  8  (il)'-, 

confirment  ce  fait. 

Pour  m  =  8g  H-  5    on  aura,  au  contraire. 

Soit,  comme  exemple,  le  nombre  5.  Comme  on  a 

5  =  i*  +  4(:ti)-, 

il  y  a  ici  deux  valeurs  de  /,  l'une  et  l'autre  égales  à  i,  en  sorte  que 

N  =  6  -  2  =4. 

Les  quatre  décompositions  que  la  formule  indique  répondent  à  l'équa- 
tion 

5  =  (±i)-  +  2.0- +  4  (±1)-  +  8.o% 

et  il  est  clair  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

7.  Nous  savons  d'avance  que  tout  entiei'  n,  pair  ou  impair,  peut 
s'exprimer  par  la  forme 

X-  +  2j-  -H  4z-  +  8t'\ 
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Mais  il  est  bon  de  montrer  que  cela  résulte  des  équations  que  nous 
venons  de  donner  pour  calculer  N  dans  chaque  cas.  La  ditficidté,  s'il 
V  en  a  une,  ne  peut  concerner  que  les  nombres  impairs  4p-  +  '•  H 
faut  prouver  que  pour  eux  on  a  toujours 

ç.(^o+(-i~i;(-o~'>o- 

Or,  je  dis  qu'en  laissant  de  côté  le  cas  vérifié  déjà  de  m  =  i ,  Ion  a 
même 

En  effet  soit  y  le  plus  grand  entier  impair  contenu  dans  \'m.  L'équa- 
tion m  ^=  P  +  4-5'^?  où  chaque  valeur  convenable  de  /  ne  peut  être 
employée  que  deux  fois  au  plus,  entraine  l'inégalité 

^/^2  (i  +  3  +  5  +.  .  +  /■), 
d'où 

ce  qiu  donne  toujours 

attendu  que  la  valeur  i  =  y /«,  qu'on  doit  compter  quand  m  est  un 
carré  j',  ne  peut  être  employée  qu'une  fois,  s  se  réduisant  alors  à  zéro. 
Mais  d'un  autre  côté  Ç,  [iii)  est  au  moins  égal  à  i7i -{-  i .   La  différence 

1    ,  —  ,         /H  —  2  Uni  -+■  I 

tu  +  I [m  -\-  2  V //t  +  I )  = 


est  d';iilleurs  positive  dès  m  =  5.  Notre  démonstration  est  donc  cotn- 
plete.  On  voit  en  outre  que  quand  m  augmente  à  l'infini,  N  augmente 
|)areillemeiU  à  l'infini. 
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MÉMOIRE 


LA  THEORIE  GENERALE  DES  PERMUTATIONS; 

Par  m.  DESPEVROLS, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijoii. 


INTRODUCTION. 

Les  phénomènes  périodiques  étant  les  plus  nombreux  dans  la  na- 
ture, il  doit  être  intéressant  d'étudier  tordre  périodique  inde'pendnm- 
metit  de  toute  considération  de  grandeur  :  «  théorie,  dit  Poinsot  [*], 
)'  neuve  et  profonde  dont  les  éléments  sont  à  peine  connus;,  mais 
»  qu'on  doit  regarder  comme  le  premier  fondement  de  l'algèbre  et  la 
"   source  naturelle  des  principales  propriétés  des  nombres.   » 

D'ailleurs  cette  théorie  se  rattache  à  d'autres  considérations  dont 
nous  parlerons  dans  une  autre  circonstance,  considérations  qui  sim- 
plifieront notablement  plusieurs  théories  importaiites  et  feront  naître 
des  résultats  nouveaux. 

La  théorie  de  l'ordre  jjériodique  est  une  géométrie  spéciale  qui  ne 
considère  que  la  situation  des  choses,  la  disposition  des  lieux  dans 
res|)ace  et  fait  partie  de  la  géométiie  de  position  entrevue  par  Leibniz. 

Cette  théorie  fait  retrouver  les  polygones  étoiles  [**]  de  Poinsot  et 
fournit  une  méthode  très-directe  pour  partager  toutes  les  permutations 
d'un  nombre  quelconque  de  lettres  en  plusieurs  groupes  de  permuta- 
tions associées  de  telle  manière,  que,  malgré  tous  les  échanges  qu'on 
voudrait  faire  de  ces  lettres,  les  permutations  d'un  même  groupe  ne 
puissent  jamais  se  séparer;  pour  constituer  avec  ces  derniers  groupes 
de  permutations  d'autres  groupes  de  permutations  également  insépa- 

[*i  Mémoires  de  l'Institut  pour  les  années  l8i3,  l8i4,  i8i5,  p    382. 
[**]  Journal  de  l'École  Polytechnique,  X«  cahier,  p.  i6. 
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râbles,  et  ainsi  de.  suite  pour  les  groupes  successifs  obtenus  qui  se 
subdivisent  d'après  certains  diviseurs  du  nombre  total  des  permuta- 
tions. 

La  même  méthode  partage  les  racines  de  toute  équation  abé- 
lienne  [*]  en  plusieurs  groupes  de  racines  inséparables,  quel  que  soit 
l'échange  que  l'on  considère,  associe  ces  groupes  eux-mêmes  en  de 
nouveaux  groupes  de  racines  également  inséparables,  et  ainsi  de  suite 
pour  les  groupes  successifs  obtenus  qui  se  subdivisent  d'après  tons 
les  diviseurs  du  degré  de  l'équation. 

Telles  sont  les  deux  lois  générales  de  classification  que  notre  tra- 
vail démonire.  Le  profond  géomètre  dont  nous  avons  déjà  parlé, 
Foinsot,  avait,  dés  l'année  i8iy,  entrevu  une  partie  de  ces  résultats, 
et  avait  promis  sur  cette  matière  plusieurs  Mémoires.  Les  géomètres 
regretteront  sans  doute  qu'il  n'ait  pas  réalisé  sa  promesse  :  loin  de 
nous  la  prétention  d'y  suppléer.  Mais  nous  croyons  avoir  trouvé  deux 
lois  mipoilantes  et  nous  les  soiunettons  au  jugement  des  géomètres. 

Le  rapprochement  de  la  première  de  ces  deux  lois  du  théorème  gé- 
néral de  Lagrauge  relatif  au  nombre  de  valeurs  que  peut  acquérir  luie 
fonction  par  les  permutations  des  lettres  qu'elle  renferme,  ce  rappro- 
chement, dis-je,  fait  naître  la  pensée  que  cette  loi  offrira  des  ressources 
nouvelles  à  la  solution  de  cette  double  question  d'abord  mise  au 
concours  pour  le  grand  prix  des  sciences  mathématiques  de  l'armée 
i86o  et  puis  retirée  au  mois  de  mars  dernier  :  «  i"  Quel  est  le  nombre 
de  valeurs  que  peut  acquérir  une  fonction  j)ar  les  permutations  des 
lettres  qu'elle  reufeime;  2"  comment  peut-on  former  les  fonctions  pri- 
mitives pour  lesquelles  les  nombres  de  valeurs  distinctes  soient  les 
nombres  trouvés.  » 

C'est  effectivement  ce  que  nous  démontrerons  dans  une  autre  occa- 


[*J  Une  équation  est  dite  abélicnne  lorsque  ses  n  racines  x,,  x, ,  x^,.  .  .,  x„  sont 
telles,  que 

x,=9(x, ),    xj  =  e{x,),. . .,    x„  =  e(x„_,),    a-,  =  9{j-„), 

<i  désignant  une  fonclion  rationnelle. 

Cette  dénomination  tire  son  nom  du  célèbre  géomètre  Abel ,  qui  le  piemier  a 
étudie  celte  classe  d'équations  à  laquelle  il  a  été  conduit  en  généralisaiii  une  idée  de 
Gauss. 
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sion.  Nous  prouverons  aussi  que  l;i  deuxième  loi  démontrée  dans  notre 
Mémoire  permet  d'étfiblir,  en  quelques  lignes  et  de  la  manière  la  pins 
simple,  les  beaux  théorèmes  de  Gniiss  et  d'Abel  sur  la  résolution  des 
équations  binômes  et  en  général  sur  celle  des  équations  abéliennes. 
Enfin  nous  ferons  connaître  les  résultats  indiqués  seulement  par  Poin- 
sot  et  les  résultats  nouveaux  que  produit  l'application  de  ces  deux  lois 
à  la  théorie  générale  des  équations. 

I. 

Suites  périoHkjues . 

Considérons  une  suite  périodique  et  indéfinie  ilans  les  deux  sens 

(i)  ...abc,.,  kl,  abc...  kl,  abc...  kl,  .. 

dont  la  période  est  composée  d'un  nombre  quelconque  de  lettres 
marqué  par  n,  a,  b,  c,...,  k,  l  écrites  dans  un  ordre  déterminé, 
abc...  kl  par  exemple,  et  examinons,  s'il  est  possible,  en  prenant  les 
lettres  de  cette  suite  par  intervalles  constants  à  partir  de  la  première 
a,  de  déduire  de  cette  suite  périodique  d'autres  suites  également  pé- 
riodiques, la  période  étant  composée  des  mêmes  lettres,  mais  dans  un 
oi'dre  différent. 

D'abord  en  prenant  les  lettres  de  cette  suite  (1)  successivement,  on 
retrouve  cette  suite  qui  satisfait  aux  conditions  énoncées,  et  si  nous 
les  prenons  à  partir  de  «  de  /j  en  p,  p  étant  un  sous-nudtiple  de  n, 
pq  =  n,  il  est  clair  qu'on  ne  prendra  de  chaque  période  que  q  lettres, 
et  que  par  suite  on  aura  une  nouvelle  suite  périodique  qui  ne  satisfera 
pas  aux  conditions  données,  puisque  la  période  se  composera  seule- 
ment de  q  lettres. 

Mais  si  nous  prenons  les  lettres  de  la  suite  (0  à  partir  de  la  pre- 
mière a,  de  p  en  p,  et  si  p  est  premier  à  Ji,  je  dis  qu'on  obtiendra  une 
nouvelle  suite  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  demandées. 

En  effet,  à  partir  de  la  lettre  a  de  l'une  quelconque  des  périodes  de 
la  suite  (1)  prenons,  en  marchant  toujours  de  gauche  à  droite,  les 
lettres  de  cette  suite  de  p  en  p.  Nous  retomberons  nécessairement  sur  la 
lettre  a  de  départ  après  avoir  parcouru  p  périodes  consécutives,  puis- 
que p  est  un  sous-nudtiple  du  nombre  pn  de  lettres  qui  entrent  dans 

53.. 
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ces  p  périodes  consécutives,  et  par  suite  nous  formerons  une  nouvelle 
suite  périodique.  Il  y  a  plus  :  nous  prendrons  les  n  lettres  données 
avant  de  retomber  pour  la  première  fois  sur  cette  lettre  a  :  car  les 
rangs  des  lettres  d'une  période  quelconque  abc...  kl  étant  respective- 
ment désignés  par  o,  1,2,  3,...,  n  —  \ ,  et  ceux  des  lettres  des  périodes 
suivantes  par  «,  «  -i-  i,  «  h-  2,  etc.,  nous  prendrons,  en  marchant  de 
p  en  p,  les  lettres  de  ces  p  périodes  consécutives  dont  les  rangs  sont 
marqués  par  les  multiples 

p,   -ip,  3/;,...,  {n  —  \)p; 

et  par  conséquent  les  lettres  de  la  première  période  dont  les  rangs 
sont  marqués  par  les  résidus  à  «  de  ces  mêmes  multiples. 

Or  ^  étant  premier  à  n,  ces  n  —  i  résidus  sont  différents  les  uns  des 
autres  et  aucun  d'eux  n'est  nul.  Car  si  l'un  quelconque  de  ces  mul- 
tiples Ap,  k  étant  un  nombre  entier  inférieur  à  h,  avait  poiu'  résidu  à 
n  zéro,  kp  serait  égal  à  un  multiple  de  «,  ce  qui  est  absunle,  puisque 
p  est  premier  a  n  et  k  inférieur  à  n.  De  même  si  deux  quelconques  de 
ces  mêmes  multiples  kp^  h' p  avaient  leurs  résidus  à  n  égaux  entre  eux, 
leur  différence  [k  —  k')  p  serait  égal  à  un  multiple  de  «,  ce  qui  ne  peut 
être,  puisque  p  est  premier  k  net  k  —  k'  inférieur  à  n.  Ces  //  —  1  résidus 
étant  différents  et  aucun  d'eux  ne  pouvant  être  nul,  seront  égaux, 
dans  im  ordre  déterminé,  aux  nombres  i ,  2,  3,...,  «  —  i .  Donc  la 
période  de  la  nouvelle  suite  formée  se  compose  des  n  lellres  données, 
et,  par  suite,  en  prenant  les  lettres  de  la  suite  (i)  de  ^  en  p,  p  étant 
inférieur  et  [)remier  à  «,  on  formera  une  nouvelle  suite  périodique, 
la  période  commençant  par  a  et  étant  composée  des  n  lettres  doiuiées. 
De  la  ce  premier  théorème  : 

TnÉORiîJviE  1.  —  Si  p,.,  P2,  pt,.--,  Pv  désignent  les  v  nombres  infé- 
rieurs et  premiers  à  n,  parmi  lesquels  se  trouvent  l'unité  et  n  —  i  ,  on 
peut ^  avec  n  lettres  écrites  dans  un  ordre  déterminé  mais  quelconrpie, 
former  v  [*]  suites  périodiques,  la  période  de  chacune  d'elles  commen- 
çant par  la  première  et  composée  des  mêmes  n  lettres. 

[  •  ]  Si  n  =  a"  b''^  cy  . . .  /  «",  on  sait  que 

..  =  a" -'/,''-'(>■      '  ...  /"'-'.(n  — i)(6  — I)  (c— 1).     .(/— 1). 
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Remarque.  —  Si  pi  est  premier  à  n,  n  —  pi  sera  aussi  premier  à  n  : 
donc  si  Pi  fournit  la  période  abl...  ch.,  n  —  pi  fournira  la  période 
ahc...  Ib.   De  là  il  suit  que  les  u  périodes  peuvent  être  partagées  eu 

deux  groupes  composés  chacun  de  -  périodes  telles,  que  chaque  pé- 
riode appartenant  à  l'un  des  groupes  ne  soit  autre  que  l'une  des  pé- 
riodes de  l'autre  groupe  lue  à  l'envers. 

Premier  exemple  :  n  =  4)  auquel  cas  v  =  2,  p,  =;  i,  ^2  =  3.  Donc 
la  disposition  abcd  produira  les  deux  suites  périodiques 

...abcd^  abcd,  abcd,... 
...adcb,  adcb,  adcb,... 

Second  exemple  :  Pour  «  =  5,  on  aura  p,  =  i,  p^  =  2,  /J3=  3,  p^^^[\, 
v  =  4,  et  par  suite  les  quatre  suites  relatives  à  la  disposition  abcde: 

...abcde,  abcde,  abcde,.-.. 
. . .  acebd,  acebd,  acebd, . . . 
...adbec,  adbec,  adbec,... 
...aedcb,  aedcb,  aedcb.,... 

Ces  deux  exemples  suffisent  pour  les  applications  de  ce  premier 
lliéoreme. 

Théorème  II.  —  Le  nombre  de  suites  périodiques  quon  peut  Jormei 
par  la  loi  précédente  avec  n  lettres  écrites  dans  tel  ordre  qu'on  voudra, 
les  périodes  étant  composées  de  ces  lettres  et  commençant  toutes  par 
la  première,  est  égal  au  nombre  v  qui  marque  combien  il  y  a  de  nom- 
bres inférieurs  et  premiers  à  ce  nombre  de  lettres. 

En  effet,  le  premier  théorème  démontre  qu'on  peut  en  former  v,  \\' 
suffit  donc  de  prouver  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

D'abord  si  nous  répétons  indéfiniment  la  permutation  donnée 
qu'offrent  ces  n  lettres,  nous  aurons  une  première  suite  périodique 
satisfaisant  aux  conditions  énoncées.  Mais  l'intervalle  constant  p,  par 
lequel  on  doit  sauter  d'une  lettre  à  une  autre,  pour  déduire  de  cette 
suite  une  nouvelle  satisfaisant  aux  mêmes  conditions,  devant  être  infé- 
rieur a  n,  il  ne  pourra  arriver  que  trois  cas  : 
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i"  Cet  intervalle  constant  p  est  un  sons-multiple  de  n,  et  alors  la 
suite  périodique,  déduite  de  la  suite  donnée  (i),  ne  remplira  pas  les 
conditions  énoncées. 

a"^  Cet  intervalle  constant  p  est  premier  à  «,  et  alors  la  suite  obte- 
nue satisfera  aux  conditions  prescrites. 

3°  Enfin  cet  intervalle  constant  p  aura  avec  n  un  plus  grand  com- 
mun diviseur  5,  et  alors  si  l'on  pose 

p  ^  p'6,     n=^  n'  5, 

p'  et  n'  seront  premiers  entre  eux.  Or  si  l'on  prend  les  lettres  de  la 
suite  (i)  de  5  eu  0  à  partir  de  la  première  n,  nous  obtiendrons  une 
nouvelle  suite  périodique  dont  la  période  commencera  par  a  et  sera 
formée  de  n'  lettres  seulement;  et  si  dans  cette  nouvelle  suite  nous 
prenons  les  lettres  à  partir  de  n  de  p'  en  p\  nous  obtiendrons,  p'  étant 
premier  à  7i\  une  troisième  suite  périodique  dont  la  période  commen- 
cera par  a  et  sera  formée  de  n'  lettres.  .Mais  prendre  dans  la  suite  (i) 
les  lettres  à  partir  de  a,  d'abord  de  0  en  6  et  puis  de  p'  en  p'  dans  le 
résultat  obtenu,  c'est  évidemment  prendre  dans  la  suite  (i)  les  lettres 
à  partir  de  a  de  Op'  en  ôp',  c'est-à-dire  de  p  en  p,  et  comme  cette  troi- 
sième suite  ne  contient  que  n'  des  n  lettres  données,  elle  ne  satisfait 
pas  aux  conditions  énoncées. 

Il  n'y  a  donc  qu'une  seule  manière  de  déduire,  par  intervalle  con- 
stant, d'une  suite  périodique  donnée  une  nouvelle  suite  périodique 
dont  la  période  conunence  par  la  même  lettre  que  dans  la  période 
donnée  et  soit  formée  îles  mêmes  lettres.  Cette  manière  consite  à 
prendre  pour  intervalle  constant  un  nombre  quelconque  inférieur  et 
premier  au  nombre  de  lettres  données,  ce  qui.  d'après  le  premier  théo- 
rème,  démontre  le  second. 

Corollaire  J.  —  Il  résulte  évidenunent  de  là  que  les  v  suites  dont 
il  est  question  dans  le  premier  théorème  sont  rentrantes  sur  elles- 
njèmes;  c'est-à-dire  que,  l'iuie  d'elles  étant  donnée,  on  en  déduira, 
|)ar  le  procédé  de  l'intervalle  constani,  les  mêmes  v  suites. 

Considérons  en  effet   l'une  d'elles,  celle   (pii   est   produite   |)ar   le 
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nombre  /9,  par  exemple,  et  marchons  clans  cette  suite  de  p^  en  pi,. 
Marcher  dans  la  suite  (i)  d'abord  de/^,  en  pi  et  puis  dans  la  suite  pro- 
duite de/9/i  en  /;/,,  c'est  évidemment  marcher  dans  la  suite  (i)  de/»,./?/, 
en  pi.p,.  Or  n  étant  premier  à  p-  et  à  p^  sera  premier  à  leur  produit 
Pi-Pi^eX  le  résidu  à  n  de  pi-pf,  sera  aussi  premier  à  n;  donc  ce  résidu 
sera  l'un  des  v  nombres  /;,,  p^,  ..,  p,,  et  par  conséquent  la  suite  ainsi 
obtenue  coïncidera  avec  l'iuie  des  v  suites  du  premier  théorème. 

Cotnllaiie  II.  —  Si  n  a  des  racines  primitives ,  c'est-à-dire  si  n  est 
égal  à  un  nombre  premier  quelconque  su|)érieur  à  2,  ou  à  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier  (excepté  si  n  =  2"  et  a  >  2),  ou  enfin  au 
double  d'un  nombre  premier  élevé  à  un  puissance  quelconque,  on 
peut  obtenir  les  v  suites  du  premier  théorème  en  sautant  toujours 
d'un  même  intervalle. 

Soit  en  effet  p  l'une  des  racines  primitives  de  n,  les  résidus  à  n  île  la 
suite  des  puissances 

p,p-,p»,...,  P" 

seront  tous  différents  et  ne  seront  autres  que  les  v  nombres  inférieurs 
et  |)remiers  à  n.  Si  donc,  ayant  d'abord  écrit  les»  lettres  données  dans 
un  ordre  quelconque,  on  prend  ces  lettres  de  jO  en  p  à  partir  de  la  pre- 
mière écrite,  on  aura,  en  écrivant  le  résultat  indéfiniment,  une  pre- 
mière suite  satisfaisant  aux  conditions  reciiiises,  puisque  p  est  premier 
a  n.  Et  si  sur  cette  suite  on  prend  encore  les  lettres  à  partir  de  la  pre- 
mière de  p  en  p,  ce  qui  revient  évidemment  à  prendre  les  lettres  de  la 
suite  donnée  de  p^  en  p^  si  p^  <  n  ou  de  pi  en  p,  si  p^  >  /«,  /),•  étant  le 
résidu  à  «  de  p'',  on  aura  une  deuxième  suite  périodique  ayant  les  con- 
ditions énoncées.  De  même  en  prenant  sur  cette  dernière  suite  et  à 
partir  de  la  première  les  lettres  de  p  en  p,  on  aura  une  nouvelle  suite 
et  ainsi  indéfiniment.  Donc,  d'après  le  deuxième  théorème,  on  formera 
ainsi  les  v  sin'les  du  premier. 

Poljgoiies  étoiles  —  Plaçons  sur  une  circonférence  de  rayon  quel- 
conque et  d'une  manière  régulière  ou  irréguliere  les  n  lettres  données 
a,  é,  c,...,  k,  l  qui  forment  la  période  de  la  suite  (1),  et  traçons  le  poly- 
gone régulier  ou  irrégniier  de  n  côtés  abc...  kl.  H  est  clair  que  ce  |)0- 
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lygone  lu  un  nombre  indéfini  de  fois  dans  le  même  sens  sera  une  re- 
présentation géométrique  très-exacte  de  celte  suite  (i). 

Généralement,  si  /j,  est  un  nombre  inférieur  et  premier  à  «  et  si  à 
partir  du  point  a  on  joint  ces  n  points  a,  b,  <?,...,  k,  l  de  p,  en  />,-,  le 
nouveau  polygone  de  n  côtés  obtenu,  lu  indéfiniment  dans  le  même 
sens,  représentera  celle  des  v  suites  du  premier  théorème  relative  à  ce 
nombre  p,. 

Il  faut  remarquer  que  puisque /j,  périodes  consécutives  de  la  suite  (i) 
sont  nécessaires  pour  former  la  période  de  la  suite  relative  à  p,,  le 
polygone  de  n  côtés  qui  remplace  cette  suite  s'obtiendra  en  partant  du 
point  a  et  faisant  pi  fois  le  tour  de  la  circonférence. 

De  là  et  des  théorèmes  I  et  II,  ce  théorème  dû  à  Poinsot  : 

Théorème  III.  —  Avec  n  points  régulièrement  ou  irrégulièrement 
espacés  sur  une  circonférence,  on  ne  peut  former  cju  un  nombre  v  de 
polygones  réguliers  ou  irréguliers  de  n  côtés  marqué  par  le  nombre  qui 
exprime  combien  il  y  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  ce  nombre 
n  de  points  donnés. 

Corollaire.  —  La  remarque  du  premier  théorème  démontre  qu'il 
y  a  -  polygones  qu'on  obtient  en  marchant  dans  un  sens  sur  la  circon- 
férence et  -  autres  qui  ne  sont  autres  que  les  -  premiers  lus  en  sens 
ni  verse. 

Remarque.  —  A  peine  est-il  besoin  d'ajouter  que  les  n  points  donnés 
auraient  pu  être  portés  sur  toute  autre  courbe  fermée  que  la  circon- 
férc-nce  de  cercle  :  mais  alors  il  faudrait  effacer  en  général  le  mot  ré- 
gulier. 

Noie.  —  Le  profond  géomètre  dont  il  est  ici  question  a  déduit  de  son 
théorème  plusieurs  conséquences  remarquables  :  on  les  trouvera  dans 
le  Mémoire  déjà  cité  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  et  dans  le 
tome  X  du  .Tournai  de  Mathématiques  publié  par  M.  Liouville. 

Nous  terminerons  cette  première  section  par  un  nouveau  théorème 
(jui  nous  sera  utile  dans  la  recherche  des  équations  solubles  [)ar  ra- 
dicaux. 
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Théorème  IV.  —  6'/  p  est  une  des  racines  primitives  du  iinitihre  en- 
tier n,  et  si  Pi  est  un  des  v  nombres  inférieurs  et  premiers  à  n,  les  v 
permutations  produites  par  tes  v  polygones  de  Poinsot  des  n  choses  .r, 
'"r^'  ^wP  ^'ir:"  '  ■^("-'V',  ^^""^'^^''>''^^^  'f<^fi^  f^et  ordre,  sont 


■^•i^.p--'  — 1  •  '  •    '^{n  —  i)p.p' 


les  indices  de  x  étant  pris  suivant  le  module  n. 

Eli  effet,  Pi  étant  premier  à  w  et  p  étant  une  racine  primi'ive  de  ce 
nombre  n,  aucun  des  indices  de  j?,  pip'',  ipi(j'%  'ipip'\...,  [n  —  ^)pip'' 
relatifs  à  une  quelconque  de  ces  permutations  ne  sera  divisible  par  /z, 
et  de  plus  je  dis  que  les  n  —  i  restes  obtenus  seront  différents.  Car  si, 
chacun  des  nombres  A",  A'  étant  inférieur  à  n.  les  restes  ou  résidus  à  n 
de  l^pip''  et  de  A'/>,  p''  pouvaient  être  égaux,  la  différence  k' pip''  —  kpip'' 
serait  un  multiple  de  n.  On  aiuait  donc,  M  désignant  un  nombre  en- 
tier quelconque, 

(A'-  k)pip''  ^M.n. 

Or  n  divisant  le  second  membre  de  cette  égalité  doit  diviser  le  pre- 
mier; mais  n  étant  premier  à  pi  et  à  p,  sera  premier  au  produit  Pip''; 
donc  n  devrait  diviser  le  facteur  k'  —  k,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
chacun  des  nombres  k,  k'  est  inférieur  à  ce  nombre  n. 

1°  Donc  les  résidus  à  n  de  tous  les  indices  des  termes  iVune  quel- 
conque des  lignes  précédentes  sont  tous  différents,  et  par  suite  ces 
résidus  ne  peuvent  être  que  i,  2,  3,...,  n  —  i  dans  tel  ou  tel  ordre. 

Les  résidus  à  n  des  indices  des  seconds  termes  tlans  chacune  de  ces 
permutations /?,,  p,|5, /7,p*,...,  Pip''~'  sont  différents  aussi,  et  chaciui 
d'eux  est  premier  à  n.  Car  si  les  résidus  à  n  de  p,  p*  et  de  pip'''^''  étaient 
égaux,  chacun  des  exposants  de  p,  A  et  k  -4-  A',  étant  inférieur  à  v,  la 
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différence /), /s*"^*  —  p,/5*  serait  un  multiple  de  n,  et  on  aurait 

/7,-p*(p*-l)  =  M.«. 

Or  n  divisant  le  second  membre  de  cette  égalité  doit  diviser  le  pre- 
mier; mais  n  est  premier  au  produit  ;>,  p*  ;  donc  n  devrait  diviser  p*  —  i , 
ce  qui  est  impossible,  puisque  k  est  inférieur  à  v  [*]. 

Je  dis  de  plus  que  chacun  de  ces  résidus  est  premier  à  n  ;  car  l'é- 
quation 

yg,  p*  =  M .  n  +  r 

prouve  que  si  r  et  n  n'étaient  pas  premiers  entre  eux,  un  quelconque- 
de  leurs  facteurs  premiers  communs,  a  par  exemple,  divisant  le  second 
membre  de  cette  égalité,  devrait  diviser  le  premier;  et  par  conséquent 
diviser  ou  /;,  ou  p*.  Or  a  ne  peut  diviser  ya,-,  car  autrement  n  et  p,  ne 
seraient  pas  premiers  entre  eux;  ce  facteur  a  ne  saurait  non  plus  di- 
viser (5*,  car,  si  cela  était,  a  diviserait  p  ;  et  par  suite  p  et  «  ne  se- 
raient pas  premiers  entre  eux,  ce  qui  ne  peut  être,  puisque  p  est  racine 
primitive  de  n. 

2°  Donc  les  résidus  à  n  de  /j,,  pip ,  pip",..-,  Pip'"'  sont  tous  diffé- 
rents et  chaciui  d'eux  est  premier  à  n.  Ces  deux  résultats  démontrent 
évidemment  le  théorème  énoncé. 

Remarque.  —  Les  v  permutations  de  ce  théorème  forment  une  suite 
rentrante  sur  elle-même.  Car  la  permutation  suivante  serait 

qui  n'est  autre  que  la  première.  Car,  en  vertu  du  théorème  de  Fermât 
généralisé  par  Euler,  on  a 

p»=  i  -)-  M.n 


[*]  On  sait  que  p  étant  racine  primitive  de  n,  la  plus  petite  puissance  de  p  (|ui  suit 
telle,  que  p*' — i  soit  divisible  par  n,  est  le  nombre  v  qui  marque  combien  il  y  a  de 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  n. 
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et  par  suite 

kpi  f, •"  ^  k{);     (  m od .  n). 

Ces  polygones  étoiles  jouissent  de  plusieurs  autres  propriétés;  mais 
elles  trouveront  mieux  leur  place  dans  la  recherche  du  nombre  de 
valeurs  que  peut  acquérir  une  fonction  par  les  permutations  des  lettres 
qu'elle  renferme  ;  ce  qui  précède  suffit  pour  l'intelligence  de  la  classi- 
fication des  permutations  qu'offrent  n  lettres. 

n. 

Classification  des  permutations  d'un  nombre  quelconque  de  lettres. 

Loi  de  Jormation  du  premier  tableau.  —  Soient  r/,  ^,  c,-.,  A',  /  les 
lettres  que  l'on  considère  en  nombre  quelconque  n;  le  nombre  de  per- 
mutations qn'elles  produisent  est  égal  au  produit  1.2. 3...  [n  —  \).n. 

Parmi  ces  permutations,  prenons  toutes  celles  qui  commencent  par 
une  même  lettre,  a  par  exemple.  Pour  les  obtenir,  \\  suffira  de  per- 
muter les  n  —  I  autres  lettres  b,  c,....  A',  /et  d'écrire  au  commence- 
ment de  chacune  d'elles  cette  lettre  a.  Le  nombre  de  ces  permutations 
ainsi  obtenues  sera  égal  au  produit  1.2. 3...  [n  —  \),  ei  elles  constituent 
la  première  classe.  Considérons  l'une  d'elles,  abc...  kl  par  exemple,  et 
joignons  à  cette  permutation  toutes  celles  qui  sont  relatives  aux  po- 
lygones de  Poinsot,  c'est-à-dire  toutes  celles  qu'on  déduit  de  cette  per- 
mutation en  prenant  successivement  les  lettres,  à  partir  de  la  première, 
de  pt  en  p^,  de  p^  en  p^,  etc.,  et  de  pj  en  p,,  p,,  Pa,-..,  p.,  étant  les  v 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  n.  On  obtiendra  ainsi  un  premier 
groupe  de  v  permutations,  la  première  comprise, 

abc...  kl,  adh...  ig,   — 

Supprimons  ces  V  permutations  dans  cette  première  classe  et  prenons 
parmi  celles  qui  restent  une  permutation  quelconque,  ahg...  ci  par 
exemple.  Nous  ferons  sur  elle  ce  que  nous  avons  fait  sur  la  première 
abc...  kl,  c'est-à-dire  que  nous  prendrons  successivement  les  lettres 
de  cette  nouvelle  permutation,  à  partir  de  la  premières,  dep,  en/?,, 
de  p.^  en  p2,  etc.,  et  de  p,  en  p.„  et  nous  obtiendrons  ainsi  un  deuxième 
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groupe  de  v  permiitalions 

ahg...  ci,  aj  l...  he,   .... 

Otons  encore  ces  v  nouvelles  permutations  de  toutes  celles  que  nous 
avions  après  la  première  suppression;  prenons  parmi  celles  qui  restent 
une  permutation  quelconque,  ald...  efpar  exemple,  et  faisons  sur  elle 
ce  que  nous  avons  fait  sur  chaciuie  des  deux  premières;  nous  obtien- 
drons ainsi  uu  troisième  groupe  de  v  permutations 

ald. ..  ej,  a...,   ..., 

et  continuons  ainsi  cette  même  opération  jusqu'à  l'entier  épuisement 
des  1 .2.3...  [n  —  i)  permutations  de  la  première  classe  qui  toutes  com- 
mencent par  la  même  lettre  n.  Cela  sera  toujours  possible,  puisque 
chaque  permutation  produit  v  permutations  seulement  et  que  v  est  un 
diviseur  de  ce  produit  1.2. 3...  {n  —  1}. 

Cette  première  classe  de  permutations  sera   donc  décomposée  en 

^— — ■  ■  ■  \"~^)  groupes  formés  chacun  de  v  permutations,  ainsi  qu'il 


suit  : 


abc...  kl,  adh...  /g,. 

,           1  ahii...  ci,  ail...  he,. 

i'"  dusse.   {       ^  -^ 

ild...  cj,  a.... 


Ou  pourrait  actuellement  prendre  les  1.2. 3...  [n  —  1)  permutations 
des  n  lettres  données  qui  commencent  toutes  par  une  autre  lettre,  b 
par  exemple,  et  établir  avec  elles  la  même  classification  qu'on  vient  de 
faire  sur  celles  de  la  première  classe.  Mais  on  arrivera  évidemment  au 
même  réstdtat,  et  d'une  manière  plus  simple,  si  l'on  écrit  les  permu- 
tations de  celle  première  classe  ligne  par  ligne  et  dans  le  même  ordre, 
•  ■n  commençant  chacune  d'elles  par  cette  lettre  /;  et  en  marchanl  tou- 
jours dans  le  mèmi'  sens,  de  gauche  à  droite,  ihaquc  pernuilalion 
étant  sup|)osée  écrite  deux  fois. 

Ou  aura  ainsi    la   deuxième  classe   de   pei  mutations,  coinmtMKanl 
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toutes  par  la  lellre  h,  partagée  en  "     '  ~      groupes  eouiposés 

chacun  de  v  permutations  relatives  aux  v  polygones  de  Poinsot  : 

j   b...,   h...,    ..., 
7"  classe.  <   ^...,  b...,   ..., 


])e  même  si  l'on  écrit  les  permutations  de  la  première  classe,  lii;ne 
par  ligne  et  dans  le  même  ordre,  en  commençant  chacune  d'elles  par- 
la lettre  c  et  en  marchant  toujours  de  gauche  à  droite,  chaque  pernui- 
talion  étant  supposée  écrite  deux  fois,  on  aura  une  troisième  classe  de 
1.2.3...  («—  i)  permutations  commençant   toutes  par  cette  lettre   r 

partagée  en    ^-^ —     l"—  'I  groupes  composés  chacun   de  v  peinuita- 

tions  relatives  aux  polygones  de  Poinsot. 

En  continuant  cette  même  opération  jusqu'à  l'entier  épuisement  des 
n  lettres  données,  toutes  les  permutations  de  ces  lettres  seront  distri- 
buées en  n  classes,  et  chaque  classe  en  '^—^^ groupes  formes 

chacun  de  v  permutations.  Telle  est  la  loi  de  formation  du  premier 
tableau. 

Premier  tableau. 

[  abc...  kl,  adh...ig,    ..., 
1"=  classe.  J  ahg...  ci,  ajl...he,   ..., 


[  bc...,  b..., 

2*  classe,  l  b...,  b..., 


classe.  II...  /..  , 


i^^o  TOURNAT.  DE  MATHÉMATIQUES 

Loi  de  jonnation  du  second  tableau.  —  Prenons  les  premiers 
a;roupes  de  chacune  des  n  classes  du  tableau  précédent  et  formons  un 
groupe  de  ces  «v  permutations 

nhc...  kl,  adh...ig,   ...,   /...,  Z...,    

Prenons  de  même  les  seconds  groupes  de  chacune  des  ii  classes  du 
même  tableau  et  formons  un  nouveau  groupe  de  ces  7iv  permutations 

ahg...ci,  ajl...he,   ...,  l  ..,   /...,  .... 

Prenons  encore  les  troisièmes  groupes  de  chacune  des  mêmes  classes; 
nous  en  formerons  un  troisième  groupe  de  nv  permutations,  et  conti- 
nuons cette  même  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  les 
groupes  de  chaque  classe.  Nous  obtiendrons  ainsi  un  second  tableau  : 

Second  tableau. 

abc...  kl,  adh...  ig,...,  /...,   /...,   ..., 
ahg...,ci,  ajl...  he,...,  /...,   /...,   ..., 


composé  d'un  nombre  de  groupes  marqué  par  la  formule 

1     2.3.  ..(«—l) 


formes  chacun  de  «v  perniutatious  assujetties  à  la  même  loi,  savoir  ; 
de  V  |)ermutations  relatives  aux  polygones  de  Poinsot  sur  un  ordre 
quelconque  des  n  lettres  données,  et  des  («  —  i)  v  permutations  qu'on 
déduit  de  cet  ordre  eu  le  lisant  successivement  à  partir  des  lettres  h, 
c,...J. 

Prenons  pour  premier  exemple  n  =:  l\,  auquel  cas  v  =  :i  et  /:»,  =  i , 
j).^  =  '>;  le  |)remier  tableau  sera  : 
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ORDRE. 

PERMUTATIONS. 

I 

abcd. 

ndcb 

2 

ahdc. 

ac/lb 

3 

adhc\ 

achd 

4 

bcda. 

badc 

5 

hdca. 

bacd 

6 

hcad, 

hdac 

7 

cdab, 

cbad 

8 

cabd. 

cdba 

9 

cadb, 

cbda 

lO 

dabc, 

dcba 

1 1 

dcab, 

dbac 

12 

dbca, 

dach 

Le  second  tableau  relatif  à  ces  cjuatre  lettres  sera,  en  désignant  par 
les  numéros  d'ordre  les  permutations  qui  composent  les  divers  groupes 
dont  il  se  forme  : 

ORDRE.  PERMUTATIONS. 

1  I,     4,      7,      lO 

2  2,     5,      8,      II 

3  3,  6,  9,    1 2 


Dans  cette  hypothèse  en  effet 


.  2.3.  .  .(n  —  l) 


3. 


Prenons  pour  second  et  dernier  exemple  «=  5,  auquel  cas 

,  -y  t  ^I.2.3...l«  l) 

V  =  4,     ^1  =  ',     /'j=2,     /Jj  =  J,     p^  —  t\     et     -i '- 
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le  premier  tableau  sera  : 

CLASSE.  ORDRE.  PERMUTATIONS. 

•        I  ahcdc,  acphd^  ndhec,  aer/ch, 

[       a  abced,  acdbe,  aebdc,  ndecb, 

'       3  abecd,  aedbc,   acbde,  adce'\ 
1 

j        4  nebcd,   nbdec,   acedb,   adcbe. 

I       5  abdce,  adebc,  acbed,  aecdb, 

6  adbcp,  abedc,  acdeb,  aechd^ 

i        7  hcdea^  bdace,  becad,  baedc, 

-        .       <S  bceda,   bencd,  bdcnc,  badec, 

.,       \      1 3  cdeab,  cebdf^  cadbe,  cbaed. 


,        ^      '9         deabc,  daceb,  dbecn,  dcbae, 


5 


25         cabcd^  ehdac,  ecadb^  edcba, 


l.e  second  tableau  sera,  d'après  la  notation  déjà  adoptée 


ORDRE. 

PERMUTATIONS. 

\ 

', 

7' 

i3, 

'9' 

2  5 

1 

2, 

B, 

•  4, 

2:^, 

2G 

3 

3, 

9' 

.5, 

21, 

27 

4 

4, 

lO, 

.6, 

22, 

28 

5 

5, 

", 

'7» 

23, 

29 

6 

fi, 

I  2, 

rH, 

24, 

3o 
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Propriétés  générales  des  groupes  et  des  classes  des  deux  tableaux 
précédents. 

Théorème  V.  —  Les  permutations  d'un  quelconque  des  groupes  du 
premier  tableau  sont  associées  de  telle  manière,  que,  malgré  tous  les 
échanges  qu'on  voudrait  faire  des  ?i  lettres  qui  les  forment ,  elles  ne  se 
séparent  jamais . 

En  effet,  plaçons  sur  une  circonférence  de  rayon  arbitraire  et  à 
égales  distances  les  unes  des  antres  les  n  lettres  données  dans  l'ordre 
qui  produit  la  première  des  permutations  du  premier  groupe,  et  for- 
mons les  V  polygones  réguliers  relatifs  aux  v  permutations  de  ce  groupe. 
Le  premier  polygone  s'obtien-t  en  joignant  les  n  points  désignés  par 
ces  lettres  un  à  un,  ce  qui  exige  qu'on  parcoure  une  seule  fois  la  cir- 
conférence considérée. 

Généralement  le  polygone  relatif  au  nond)re  inférieur  et  premicr 
à  n,  pi^  s'obtient  en  joignant  les  mêmes  points  de  p,  en  p,,  à  partir  du 
point  considéré  comme  origine,  ce  qui  exige  qu'on  parcoure  cette 
même  circonférence  pi  fois.  Mais,  la  théorie  de  l'ordre  étant  indépen- 
dante de  la  notion  de  grandeur,  ce  même  polygone  peut  être  obtenu 
en  parcourant  une  seule  fois  une  circonférence  /?,  fois  plus  grande  et 
en  prenant  sur  elle  n  points  à  égale  distance  les  uns  des  autres,  comme 
pour  le  premier  polygone.  Et  comme  ce  résultat  est  vrai  pour  toutes 
les  valeurs  de /?,•,  p,,  p-^^ps,...,  p„  il  s'ensuit  que  les  v  polygones  régu- 
liers relatifs  au  premier  groupe  du  premier  tableau  ne  sont  autre 
chose  qu'un  seul  et  même  polygone,  qu'i/«  seul  et  même  ordre.  Rien 
ne  distingue  donc  une  permutation  quelconque  de  ce  groupe  d'une 
autre  du  même  groupe. 

Si  donc  par  un  échange  quelconque  de  lettres  une  des  permutations 
de  l'un  des  groupes  de  ce  tableau  se  change  en  une  autre  du  même 
groupe,  cet  échange  ne  fera  pas  sortir  de  Vordre  de  ce  groupe,  et,  pai- 
suite,  toutes  les  v  permutations  de  ce  groupe  ne  feront  que  s'échanger 
entre  elles,  que  se  déplacer. 

Si  au  contraire  un  échange  quelconque  de  lettres  transformait  une 
des  permutations  de  l'un  des  groupes  du  premier  tableau  en  une  autre 
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appartenant  à  un  groupe  différent,  cet  échange  ferait  passer  de  Vordre 
relatif  à  ce  premier  groupe  à  Vordre  relatif  à  ce  dernier,  et  dès  lors 
toutes  les  permulalions  de  ce  premier  groupe  se  changeraient  en  toutes 
celles  du  second.  Donc,  etc. 

TfiÉORKME  VI.  —  Les  permutations  d'une  quelconque  des  classes 
du  premier  tableau  sont  associées  de  telle  manière,  que,  malgré  tous 
les  échanges  qu'on  voudrait  Jaire  des  n  lettres  qui  les  Jorment,  elles 
ne  peui'ent  jamais  se  sépaier. 

Il  résulte  en  effet  de  la  loi  de  formation  du  premier  tableau  et  de  ce 
qui  vient  d'être  dit  dans  la  démonstration  du  théorème  précédent,  que 
les  permutations  de  la  deuxième  classe  ayant  été  obtenues  en  lisant 
celles  de  la  première  à  partir  de  la  lettre  b,  ces  pernuitations  ne  sont 
autre  chose  que  les  divers  ordres  de  cette  première  classe  vus  d  un 
autre  point.  De  même  les  permutations  de  la  troisième  classe  ayant  été 
obtenues  en  lisant  celles  de  la  première  à  partir  de  la  lettre  suivante  c, 
ces  permutations  ne  sont  autre  chose  que  les  divers  ordres  de  cette 
première  classe  vus  d'ini  nouveau  point;  et  ainsi  de  suite  pour  les 
autres  classes. 

Il  suit  de  là  que  si  un  échange  de  lettres  données  transforme  une 
permutation  d'une  des  n  classes  du  premier  tableau  eu  luie  autre  per- 
mutation de  la  même  classe,  cet  échange  ne  fera  pas  sortir  du  point 
de  vue  de  cette  classe,  et  que,  par  suite,  les  autres  permutations  de 
la  même  classe  ne  feront  que  se  déplacer  par  cet  échange. 

Si,  au  contraire,  un  échange  des  lettres  données  transformait  une 
des  permutations  d'iuie  des  classes  du  même  tableau  en  une  des  per- 
mutations d'une  autre  classe,  cet  échange  ferait  passer  des  divers 
ordres  du  point  de  vue  relatif  à  cette  première  classe  aux  divers  ordres 
du  |)oiut  de  vue  relatif  à  la  seconde,  et  dès  lors  toutes  les  permuta- 
tions rie  celte  première  classe  se  changeraient  en  celles  de  la  seconde 
par  suite  de  cet  échange. 

ruiioiiiîME  VII.  —  Les  permutations  d'un  (/uelconquc  des  groupes 
du  second  tableau  sont  associées  de  telle  manière,  que,  malgré  tous  les 
échanges  quon  voudrait  Jaire  ries  n  lettres  qui  les  forment ,  elles  ne 
peuvent  jamais  se  séparer. 
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En  ef'fel,  d'après  la  loi  de  formation  de  ces  groupes  et  d'après  la 
déiuoiistration  du  théorème  V,  il  résulte  que  l'un  quelconque  de  ces 
groupes  constitue  un  seul  et  inéitie  ordre  vu  de  chacun  des  n  points  a, 
b,...,  A,  /.  On  peut  donc  appliquer  aux  groupes  de  ce  second  tableau 
le  même  raisonnement  que  celui  qu'on  vient  d'appliquer  aux  groupes 
et  aux  classes  du  premier.  Le  théorème  VII  est  donc  démontré. 

III. 

E.ramen  d'un  cas  particulier. 

Décomposer  les  pernuitations  de  n  lettres  en  plusieurs  groupes  de 
permutations  inséparables  quel  que  soit  l'échange  de  ces  lettres,  est 
une  idée  qui  trouve  des  applications  dans  la  théorie  des  nombres  et 
dans  la  théorie  générale  des  équations.  C'est  même  en  vue  de  cette 
dernière  que  nous  examinerons  spécialement  le  cas  où  ces  n  lettres  ou 
choses  sont  représentées  par  les  n  quantités  suivantes 

(i)  X     ôjc     5'^  X     6'' X .  . .     5"-' X, 

dans  lesquelles  .r  désigne  l'une  quelconque  d<^  ces  n  lettres  et  6  jl-  une 
fonction  arbitraire  de  x  telle,  qne  0" x  =  x  :  la  notation  6'^x,  5' or,..., 
5"  X  indiquant  qu'il  faut  répéter  deux  fois,  trois  fois,...,  n  fois  les  opé- 
rations désignées  par  cette  fonction. 

Cela  posé,  nous  démontrerons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VIII.  —  Cette  suite  de  n  Jonctions  peut  être  partagée  en 
plusieurs  groupes  de  Jonctions  inséparables  quelque  soit  l'échange  des 
fonctions  données  :  ces  groupes  eux-mêmes  se  subdii'isent  en  d'autres, 
groupes  de  Jonctions  inséparables  par  l'échange  de  ces  mêmes  Jonc- 
tions; et  ainsi  de  suite  pour  les  groupes  successifs  obtenus  qui  se  sub- 
divisent d'après  tous  les  diviseurs  de  ce  nombre  n. 

En  effet,  supposons  d'abord  fi  =  a.q.  Cette  hypothèse  permet  d'écrire 
la  suite  (i)  de  la  manière  suivante 

(a)       X     0'{x)     6-x...     6''-' X     0''x...     0"'x...     0"^-' x. 

55.. 


436  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Actuellement  prenons  ces  fonctions  de  q  en  q  et  successivement  à 
partir  de  x,  5,r,  5^  x,...,  S^-*  x,  on  obtiendra  les  q  groupes  suivants 
composés  chacun  de  a  termes  : 


Ces  q  groupes  contiennent  évidemment  les  n  fonctions  de  la  suite  (a) 
et  chacun  d'eux  est  une  suite  rentrante  sur  elle-même.  Ainsi,  par 
exemple,  le  terme  qui  suivrait  le  dernier  terme  du  premier  groupe 
serait  B^'^x  ou  S"  x  et  S"  x  =  .r  ;  de  même  le  terme  qui  suivrait  le  der- 
nier terme  du  second  groupe  serait  5'"*^°' a:  ou  B*'*'" x;  or  S'"^".r  ^  6 x, 
puisque  S" x  =  j:;  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  groupes. 

Or  si  dans  l'un  de  ces  groupes,  dans  le  premier  par  exemple,  on 
change  x  en  ô'x,  le  premier  terme  de  ce  groupe  se  change  en  le  se- 
cond, le  second  en  le  troisième,  et  ainsi  de  suite,  le  dernier  en  le  pre- 
mier; donc  les  termes  de  ce  groupe  ne  fout  que  s'échanger  entre  eux. 

Cet  échange  produira  évidemment  le  même  résultat  dans  chacun  des 
autres  groujies.  Il  en  serait  de  même  si  x  se  changeait  en  6'"'  x,  k  étant 
vui  nombre  entier  quelconque  inférieur  à  a. 

Mais  si  l'on  change  x  eu  6^  x  par  exemple,  on  voit  que  fous  les  termes 
du  premier  groupe  se  changent  respectivement  en  ceux  du  troisième, 
et  qu'ainsi  le  premier  groupe  tout  entier  se  substitue  au  troisième.  De 
même,  par  cet  échange,  le  second  groupe  se  substitue  tout  entier  au 
quatrième,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres. 

Cénéralement,  si  l'on  change  x  en  0'' x,  h  étant  plus  petit  que  a,  il 
est  clair  que  chacun  de  ces  groupes  se  substitue  tout  entier  à  l'un  des 
groupes  du  système. 

Donc  :  i"Si  n  =  uq,  les  termes  de  la  suite  (a)  peuvent  être  partagés 
en  q  groupes  inséparables  composés  chacun  de  «  termes. 

Soit  de  nouveau  q  =<{' [i,  auquel  cas  n  =  a.^q' . 

Si  dans  le  groupe;  |)reniier'  du  tableau  précédent  (A)  on  change  .r 
en  5.r,on  obtient  le   rcond.  La  même  transposition  change  le  deuxième 
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groupe  en  le  troisième,  le  troisième  en  le  quatrième,  etc.,  et  enfin  le 
dernier  en  le  premier.  Donc  si  nous  désignons  le  premier  groupe  de  ce 
tableau  par  F  (.r),  les  suivants  seront  successivement  désignés  par 


et  la  suite 


F{Qx),  F (ô^r ),...,  F(9'-'x) 


F(x),  F{6jc-),  F{6'cc),  ..,  F(e*-Vr] 


sera  analogue  à  la  suite  (2)  et  comme  elle  rentrante  sur  elle-même.  El 
puisque  ^  =  ^'P,  on  pourra  faire  sur  celle-ci  ce  quia  été  fait  siu- la 
|)rennère.  Donc  cette  suite  (3),  et  par  suite  la  suite  (2),  pourra  être 
partagée  eu  q'  groupes  de  termes  inséparables,  quel  que  soit  l'é- 
change des  n  quantités  de  la  suite  (i).  Chacun  de  ces  nouveaux 
groupes  sera  formé  de  |3  termes  de  la  suite  (3)  et  par  conséquent  de  ufj 
termes  de  la  suite  (2). 

A  nouveau,  si  l'on  suppose  encore  <y'  =  ^"-y,  auquel  cas  n  =:  ajâ^t/", 
on  pourra  décomposer  les  q'  groupes  de  ternies  obtenus  et  par  consé- 
quent les  termes  de  la  suite  (2)  en  q"  groupes  de  termes  inséparables, 
et  ainsi  de  suite. 

Comme  aussi,  en  supposant  le  produit  a^Y  effectué,  on  pourra,  d  a- 
près  le  1°,  partager  les  termes  de  la  suite  (2)  en  q"  groupes  de  termes 
inséparables  composés  chacun  de  a/S^  termes,  ou  en  "jq"  groupes  de 
termes  inséparables  composés  chacun  de  a/3  termes,  et  ainsi  de  suite 
pour  tous  les  diviseurs  de  n. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 

Remarque  I.  —  Si  l'on  continue  de  désigner  par  p,,  d,,  p^, n, 

les  V  nombres  inférieurs  et  premiers  à  n,  on  ne  peut  déduire  de  la 
suite  (a)  que  v  suites  composées  chacune  de  tous  les  termes  de  cette 
suite,  mais  dans  un  ordre  différent,  en  prenant  successivement  ces 
termes  à  partir  du  premier  .r  de  /),  en  /j,,  de  p^  en  p^,  etc.,  de />, 
en  p.,. 

Or  nous  avons  démontré  dans  la  deuxième  section  que  ces  v  suites 
n'étaient  autre  chose  qn'im  seul  et  même  ordre  ;  donc,  en  fai.sant  sur 
chaciuie  d'elles  les  mêmes  opérations  qui  ont  été  faites  sur  la  suite  (2), 
on  oijtieudra  exactement  les  mêmes  groupes  inséparables. 
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Cette  remarque  peut  être  facilement  vérifiée  sur  une  valeur  particu- 
lière, d'ailleurs  quelconque,  de  ii. 

Remarque  II.  —  Ce  théorème  VIII  fait  retrouver,  de  la  manière  la 
plus  simple  et  la  plus  élémentaire,  comme  nous  le  démontrerons  bien- 
tôt, tout  ce  que  l'on  sait  sur  les  équations  binômes  et  plus  générale- 
ment sur  les  équations  abéliennes. 


Addition  à  la  deuxième  section. 

Les  deux  tableaux  de  permutations  relatifs  aux  cas  où  «  =  4  peuvent 
être  suivis  d'un  troisième  jouissant  de  propriétés  analogues. 

Si  l'on  désigne  en  effet  les  groupes  du  premier  tableau  par  les  nu- 
méros d'ordre  qui  leur  correspondent,  le  tableau  suivant  : 


n"  d'ordre. 

PERMUTATIONS. 

1 

I, 

7 

2 

2, 

1 1 

3 

3, 

6 

4 

4, 

lO 

5 

5, 

8 

6 

9» 

12 

formé  de  six  groupes  de  permutations  composés  chacun  de  quatre 
permutations,  se  déduit  du  premier  tableau  en  joignant  à  chacun  de 
ses  groupes  celui  qu'on  obtient  en  échangeant  i°  les  lettres  qui  occu- 
pent la  première  et  la  troisième  place,  a"  celles  qui  occupent  la 
deuxième  et  la  quatrième. 

On  constate  aisément  que  les  groupes  de  ce  dernier  sont  également 
inséparables. 

Nous  devons  encore  ajouter  que  les  deux  tableaux  de  permutations 
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relatits  au  cas  de  trois  lettres  a,  b,  c  se  réduisent  eu  un  seul 

abc,  fub, 
hca,  bac, 
cab,  cba, 

mais  qu'elles  produisent  un  nouveau  tableau  de  deux  groupes  de  pet 
mutations  inséparables  formés  chacun  de  trois  permutations 

abc,  bca,  cab, 
acb,  b(tc,  cba, 

propriété  facile  à  être  vérifiée. 
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SUR  LES  DEUX  FORMES 

X*  +  Y»  +  Z^  +  4T\     X=  +  4Y- +  4Z=  + 4T-; 

Par  m.   J     L10L\1LLE 


1.  Soit  n  un  nombre  entier  donné,  pair  ou  impair,  que  nous  re- 
présenterons par  a^'ra,  m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  ré- 
duire à  zéro.  On  demande  une  règle  simple  qui  fasse  connaître  à  priori 
le  nombre  N  des  représentations  de  n,  c'est-ri-dire  le  nombre  N  des 
solutions  de  l'équation  indéterminée 

n  =X-  +  Y-  +Z-  +  4T-, 

où  X,  Y,  Z,  T  sont  des  entiers  quelconques,  positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Apres  les  beaux  résultats  obtenus  par  Jacobi  coticernaut  la  forme 

x-^  -f-  j-^  -)-  z-  -I-  t^, 

à  laquelle  est  liée  intimement  celle  dont  nous  venons  de  parler,  la 
question  n'offre  pour  ainsi  dire  aucune  difficulté. 

2.  Prenons  dabord  n  impair,  n  =  m,  et  en  désignant  par  Ç,  [m]  la 
somme  des  diviseurs  de  m,  nous  trouverons 


N  =  [4  +  a(-,)    ^   Jç. 


c'est-à-dire 

N  =  6C.(m) 

quand  m  est  de  la  forme  l\l-\-  \,  mais 
fpiand  m  est  de  la  forme  /(  /  +  i. 
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Pour  le  démontrer  supposons  d'abord  m  —  /\l  -h  i.  Dans  l'équation 

m  =:  x^  ~h  j"'  -h  z'-  -+-  t'^, 

|)our  laquelle  le  nombre  des  solutions  est  8Ç,  fm),  un  des  carrés  au 
second  membre  sera  impair,  les  trois  autres  pairs.  Au  lieu  d'admettre 
le  carré  impair  aux  quatre  places  qu'il  peut  occuper,  excluons-le  de 
la  dernière  et  nous  diminuerons  évidemment  dans  le  rapport  de  3  à  4 
le  nombre  des  solutions  qui  deviendra  par  conséquent  6Ç,  [m).  Mais 
alors  t  étant  pair,  t  =  2T,  l'équation 

m  =:  j:-  -)-  j"'  +  z-  -+■  t'- 

ne  différera  pas  de  la  nôtre 

//z  =  x-  -f-y'  -+-  Z-  +  4T:. 

Donc,  pour  nous  aussi,  il  y  aura  6Ç,  [m)  solutions.  L'unité  appartient 
à  ce  cas  de  m  impair  i\l  -\-  i,ei  les  six  représentations  qui  la  concer- 
nent sont  fournies  par  les  équations  que  voici  : 

I  =  (±  i)-  H-  o^  -I-  o-  -t-  4-0-, 

!  =  O-  +  (  ±  l)*  +  o-  +  4•o^ 
1  =  o- +  o- +  (  ±  i)- +  4-o^. 

Soit  maintenant  m  =  4^  -t-  3.  Le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

m  =  3c^  +.7''  +  Z"  +  f^ 

continuera  à  être  exprimé  par  8Ç,  (/«),  mais  on  devra  avoir  au  second 
membre  un  seul  cane  pair  et  trois  carrés  impairs,  de  sorte  qu'il  ne 
restera  que  2Ç,  [m\  solutions  si  l'on  exige  que  le  carré  pair  soit  tou- 
joius  placé  le  dernier.  Le  nombre  des  solutions  de  notre  équation 

m  =  X-  -t-  Y-  +  Z^  +  4T'^ 

est  donc  aussi  2Ç,  [m). 


Ton;e  VI  (2'  série).  —  Décembre  1861 
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Soit,  comme  exemple,  m  =  Z,  d'où  Ç,  [m]  =  4-  On  devra  trouver 
huit  solutions  :  elles  sont  fournies  en  effet  par  l'équation 

3  =  (±i)-  +  (±i)»  +  {±i)-  +  4•o^ 

3.  Soit  à  présent  n  pair,  et  d'abord  n  iinpairement  pair,  n  =  -îin. 
On  remarquera  que  dans  l'équation 

11X1  =  x'-  -\-  j'^  +  z^  -\-  t'^ 

deux  des  carrés  devront  être  pairs,  les  deux  autres  impairs.  Les 
24Ç,  ('«)  solutions  qu'elle  possède  d'après  le  théorème  de  Jacobi  se 
divisent  donc  en  deux  groupes  égaux  suivant  que  t  est  pair  ou  im- 
pair. Ainsi  en  prenant  t  pair,  <  :=  2T,  on  n'aura  plus  que  12Ç,  (///) 
solutions.  Pour  le  nombre  N  des  solutions  de  notre  équation 

2m  =  X=  +  Y^-t-Z^  +  4T-, 
on  a  donc  aussi 

N=iaÇ,(/n), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

En  faisant  ;«=:],  on  trouve  N  =  12,  en  sorte  que  le  nombre   t  a 
douze  représentations.  Elles  sont  comprises  dans  les  équations 

2  =  (it  i)=  -h  (i:  1)='  +  o-  +  4.0-, 
2  =  o^  -4-  (zh  I)-  +(^zi)'^  -t-  4.o^ 
2  =  (±  I  )*  -I-  0=  +  (±:  1)2  +  4.0-. 

De  même,  en  faisant  m  =  3,  on  trouve  N  =  48.  Or  6  a  en  effet  cpia- 
rante-huit  représentations  que  fourniront  les  deux  équations 

Q={±\f  +  {±^f  +  (±  2)-  +  4.o- 
et 

6  =  (  ±:  1)="  +  (  dr  if  +  0=  +  4  (  ±  i)% 

si  I  on  transporte  (  it  2)^  dans  l'une,  o'  dans  l'autre,  de  la  troisième 
place  à  la  seconde,  puis  à  la  première. 
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4.    Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  n  =  4'»,  on  remarquera  que 
dans  l'équation 

4/7i  =  X=  + Y--f  Z-  4-4T-, 

les  entiers  X,  Y,  Z  ne  peuvent  être  que  pairs.  Ou  n'altérera  donc  pas 
le  nombre  des  solutions    en  posant,  avec  jc,  y,  z  entiers, 

X  =  2a-,     Y  =  ij,     Z  —  2:;, 
de  sorte  que  ce  nombre  conviendra  encore  à  l'équation 

rn  —  x''  -h  y-  +  z^  +  T", 

pour   laquelle    on   sait   d'avance    qu'il    s'exprime    par    SÇ,  (m).   Le 
nombre  N  des  solutions  de  l'équation 

4/7Z:=  X=-f-  Y^-f-  Z"+,8T  = 
vérifie  donc  aussi  la  formule 

N  =  8Ç.  (m). 

Le  nombre  4>  pai'  exemple,  doit  avoir  huit  représentations.  Les 
équations  qui  les  fournissent  sont 

4  =  (:±:  2)"  +  o*  +  o*  -f-  4.0% 

4  =  o2+(±-i)=  +0^  +  4.0% 

4  =  o-  -I-  o-  +  (±  2)''  +  4.0-, 

4  =  0^  +  0="  +  o-  +  4(±i)'- 

5.  Soit  enfin  n  divisible  par  8,  avec  quotient  pair  ou  impair,  c'est- 
à-dire  soit  indifféremment  71  =  8m,  n  =  16m,  n  =:  32  m,  etc.  On  aura 
alors  pour  le  nombre  N  des  solutions  de  l'équation 

n  =  X^  -^  Y»  -i-  Z^"  4-  4T'' 

la  formule  unique 

N  =  24Ç.  (m). 
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En  effet,  n  étant  divisible  par  8,  posons 

n  =z  4.2''/« 
et  /5  sera  >  o.  Or  réquation 

4.2'^m  =  X^  -(-  Y*  +  Z^"  +  4T^ 
ne  peut  avoir  lieu  sans  que  X,  Y,  Z  soient  pairs.  Nous  ferons  donc 

X  =  2j:,     y  =  aj',     Z  =  2Z, 
et  nous  en  conclurons  en  nombres  entiers  l'équation  nouvelle 

a'^ra  =  or*  +  )-2  +  z- +  T% 

qui  devra  aussi  avoir  N  solutions.  Mais  à  cause  de  /5  >  o,  le  nombre 
des  solutions  dont  elle  est  susceptible  est  24Ç1  (''O   Donc 

N=24Ç,  (m), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ainsi  pour  «  =  8  et  pour  «  =  16,  on  aura  N  =  24.  C'est  ce  qu  on 
peut  vérifier  au  moyen  des  équations  respectives 

8  =  0=  +  4 (±  i)^  4- 4  (zt  i)^  +  4.0% 

8  =  (±::»)=^4(±if  +  4.0»  4-  4.0% 
et 

16  =  0=*  -4-  4  (  ±:  a)-  +  4.0^  +  4.0% 

i6  =  (±2)»  +  4(:l:i)»  +  4(±,)^  +  4(±,)% 

i6  =  (±4)='  +  4.0-^ +  4.0- +  4.0-, 
en  y  effectuant  les  permutations  convenables. 

(i.   Nous  venons  de  déterminer  le  noadjre  total  N  des  solutions  tant 
propres  qu'impropres  de  l'équation 

«  =  x'^  + Y'^  +  z^  +  4r. 
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On  pourrait  désirer  aussi  d'avoir  sépan'meut  le  nombre  M  des  solu- 
tions propres  pour  lesquelles  aucun  entier  >  i  ne  divise  à  la  fois  X, 
Y,  Z,  T.  Alors,  au  lieu  de  la  fonction  numérique  Ç,  (m),  il  faudra  em- 
ployer avec  Eisenstein  une  autre  fonction  numérique  Z,  [m)  qui  s'est 
déjà  plusieurs  fois  présentée  à  nous.  Décomposant  l'entier  impair  m 
en  ses  facteiu's  premiers  sous  la  forme 

m  —  a" b\..  c", 
on  a 

Z,(m)  =  {a'^ +a''-'){b'' -h  b" -')... {c"-^c"~'). 

J'ajoute  que  nous  prenons  Z,  (m)  =  i  pour  hz  :=  i . 

C^ela  étant,  voici  les  diverses  valeurs  de  M  relativement  aux  cas  à 
distinguer  dans  l'équation 

n  =  i" m. 

Pour  n  impair,  n  =  m,  on  a 

M  =  6Z,  (/h) 
quand  m  est  de  la  forme  4'  +  ii  mais 

M  =  2Z,  (m) 

quand  m  est  de  la  forme  4^+3. 

Pour  n  impairement  pair,  n  =  2/?z,  on  a 

M=  12Z,  (m). 
Pour  n  divisible  par  4)  non  par  8,  n  =  l\m,  on  a 
M  =  2Z,  (m) 
quand  m  est  de  la  forme  f\l  -\-  i,  mais 

M  =  G  Z,  [m) 

quand  )n  est  de  la  forme  4^  +  3,  de  sorte  qu'il  se  produit  une  sorte 
d'inversion  dans  les  coefficients  qui  s'étaient  présentés  lorsfpi'on  avait 
n  =  m. 
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Pour  n  divisible  par  8,  non  par  i6,  n  =  8ot,  on  a 

M=  12Z,  (m). 

Pour  n  divisible  par  16,  non  par  Sa,  n  ==  ifim,  on  a 

M  =  16Z,  (/h). 

Enfin  pour  m  divisible  par  Sa,  avec  quotient  pair  ou  impair,  il 
vient  généralement 

M  =  o. 

Il  n'y  a  donc  plus  alors  de  solutions  propres.  On  verra  facilement  à 
priori  qu'il  en  doit  être  ainsi,  les  entiers  X,  Y,  Z,  T  ne  pouvant  man- 
quer d'être  dans  ce  cas  tous  divisibles  par  3. 

7.  Ce  qui  concerne  la  représentation  d'un  entier  donné  n  =  2'^  m, 
par  la  forme 

X*  +  4Y-  -f-  4Z'  +  ^T\ 

est  tout  aussi  simple. 

Cherchons,  en  premier  lieu,  le  nombre  total  Q  des  représentations 
tant  propres  qu'impropres,  et  nous  verrons  d'abord  que  pour  n  impair, 
n  =  m,  on  a  Q  =  o,  si  /«  =  4  ^  +  3  ;  mais  si,  au  contraire,  /n  =  4 / -t-  i , 
il  vient 

Q  =  2Ç.(/n), 

car  l'équation 

4/  4-  1  =  X»  -4-  4Y^  -+-  4X^  +  4Z'' 

ne  diffère  de  celle  de  Jacobi 

4  /  +  I  =  x^  +  j-  -t-  z'^  -+-  i% 

que  par  la  place  assignée  au  carré  impair  X'^. 
Pour  n  impairenient  pair,  n  =;  a/n,  on  retrouve 

g  =  o, 

(juelle  (|uc  soil  la  forme  linéaire  de  m. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  44? 

Pour  n  divisible  par  4,  non  par  S,n  =  f\m,  on  obtient 

Q  =  8Ç.(m), 
car  l'éqnation 

l^m  =  X»  +  4Y='  +  4Z'  +  4T% 

où  l'on  a  nécessairement  X  pair  =  7.x,  se  ramène  à  celle-ci  : 

m  =  x-  -H  Y=-t-Z-  +  T^ 

Semblablenient  pour  n  divisible  par  8,  que  le  quotient  soit  pair  ou 
impair,  on  a  toujours 

Q-24Ç.  ('«). 

Quant  au   nombre  P  des  représentations  propres,  il  dépend  de  la 
fonction  Z,  {m). 

Soit  d'abord  //  impair,  n  =  m,  on  aura  . 

P  =  o, 

si  m  :=  4^-+-  3;  mais 

P  =  2Z,  (m), 

si  /?i  =  4  ^  +  ï  • 

Pour  n  impairement  pair,  n  —  2in,  on  a  au  contraire 

P  =  o, 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 

Pour  n  divisible  par  4,  non  par  8,  «  =  4"!,  il  faut  de  nouveau  dis- 
tinguer deux  cas.  On  a,  en  effet, 

P  =  8Z,  (w) 
quand  m  =  4'  +  3,  mais 

P  =  6Z,  (m) 
quand  m  =^  li  l  -h  i . 

Pour  n  divisible  par  8.  non  par   i6,   «  =  8m,  il  vient   l'équation 

unique 

P  =  24Z,  (m), 

quelle  que  soit  la  forme  linéaire  de  m. 
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De  même,  pour  n  divisible  par  i6,  non  par  Sa.  «  ;=  i6m,  on  a 

P  =  i6Z,(m). 

Au  delà  il  n'y  a  plus  de  représentations  propres,  en  sorte  que  pour 
71  divisible  par  Sa,  quel  que  soit  le  quotient,  on  a  toujours 

P  =  o. 
Cela  est,  du  reste,  évident  à  priori. 


FIN     DU     TOME    SIXIKME    (a*  SÉRIE). 
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